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1. DELGRUPPER SOM GENERERAS AV EN DELM̈ANGD

Definition 1.1. En icke-tom delmängdA ⊆ G av en gruppgenereraren delgrupp〈A〉 som är
den minsta delgrupp som innehållerA, dvs

〈A〉 =
⋂

H⊆A
H≤G

H

Sats 1.1.〈A〉 = {a1a2 · · ·an|ai ∈ A ∪ A−1, n ∈ N}.

Bevis.Det är klart att alla element som ligger i mängden till höger måste vara med i varje del-
gruppH som innehållerA eftersom en delgrupp är sluten under invers och produkt.

Det återstår att visa att högerledet,Ā, är en delgrupp. För att göra det tar vi två element
g = a1a2 · · ·am ochh = b1b2 · · · bn där allaai ochbi ligger i A∪A−1. Det betyder att också alla
b−1

i
ligger i A ∪ A−1 och vi ser därför att

gh−1 = a1a2 · · ·amb−1

n b−1

n−1
· · · b−1

1

också ligger iĀ. Alltså ärĀ en delgrupp och eftersom den är innehållen i alla delgrupper som
innehållerA måste den vara den minsta delgrupp som innehållerA, dvsĀ = 〈A〉. �

2. DELGRUPPSLATTICE

Om vi har två delgrupperH1 ≤ G ochH2 ≤ G finns det två andra delgrupper som ges avH1

ochH2. Det är dels skärningenH1 ∩ H2, dels den delgrupp som genereras av unionenH1 ∪ H2.
Vi skriver

〈H1, H2〉 = 〈H1 ∪ H2〉.

Medan snittet är den största delgrupp som ligger i bådeH1 ochH2 är förenningen〈H1, H2〉 den
minsta delgrupp som innehåller bådeH1 ochH2.

Relationen≤ som talar om att en delgrupp är en delgrupp i en annan delgrupp är enpartialord-
ning, dvs uppfyller

• a ≤ a (reflexivitet)
• a ≤ b ochb ≤ c =⇒ a ≤ c (transitivitet)
• a ≤ b ochb ≤ a =⇒ a = b (antisymmetri)
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Vi säger att mängden av delgrupper av en gruppG är enpartialordnad m̈angdunder≤. En
partialordnad mängd där det för varje para, b finns ett minsta element som är större än bådea

ochb och ett största element som är mindre äna ochb kallas för ettlatticeellergitter.
Grafiskt kan vi åskådliggöra ett ändligt lattice genom att rita en hörn för varje element och en

kant för varje minimal relationa ≤ b, där det större elementet ligger högre upp än det mindre.
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Exempel 2.1.OmG = S3 har vi fem delgrupper

{id}, 〈(12)〉, 〈(13)〉, 〈(23)〉, 〈(123)〉 och S3.

Ingen av de fyra delgrupperna i mitten innehåller varandra, men alla innehåller den triviala del-
gruppen{id} och alla ligger iS3. Alltså kan vi rita upp delgruppslattice som

{id}

〈(12)〉 〈(13)〉 〈(23)〉 〈(123)〉

S3
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Exempel 2.2.FörG = C12 = 〈x〉, en cyklisk grupp av ordning 12 har vi delgrupper av ordning
1, 2, 3, 4, 6, 12 som ges av

{id}, 〈x6〉, 〈x4〉, 〈x3〉, 〈x2〉 och C12 = 〈x〉.
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