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1. KVOTGRUPPER OCH HOMOMORFIER

Om vi har en delgrupg/ av en grupg skulle det vara naturligt att bilda en kw6t H pa sam-
ma satt som vi gjort nar det galler att rakna med heltativlon. Vi skulle d& rakna med nagon
form av restklasser modulél, och de naturliga kandidaterna till restklasser ar sidsdérna,
gH,forg € G.

Definition 1.1. Om H ar en delgrupp i en grup@ later viG/H beteckna mangden av vanster-
sidoklasser

G/H ={gH|g € G}

Vi har redan sett att sidoklasserna ar disjunkta ellertidka och tva elementoch¢’ ligger i
samma sidoklass precis ayn'y’ liggeri H.

For attG/H ska kunna fa en struktur av en grupp maste vi ha en grupptiperoch det
naturliga skulle vara att ta tva representanter i sidaidasa som ska multipliceras och anvanda
produkten av dessa element som definition av produkten aklsisserna, dvs

g1 HgoH = g1g2H.

For att detta ska kunna fungera maste resultatet varaebee av vilka representanter vi valjer.
Det visar sig att detta ar sant om vanstersidoklasseriiieaamed hogersidoklasserna, dyF =
Hg, for allag € G, eftersom vi da far att

g HgH = 91(H92)H = 91(92H)H = g192H - H = g1g2H.

Definition 1.2 (normal delgrupp). Om gH = Hg for allag i G sager vi attH ar ennormal
delgrupp iG.

Vi kan se att detta ar det samma som att normalisatori/ tdr helaG, eftersonyH = Hg ar
samma sak somH g ! = H.
Sats 1.1.1 en abelsk grupj@r alla delgrupper normala.

Bevis. Eftersom gruppoperationest, i en abelsk grupp ar kommutativ ar det klart@tt H =
H+g. 0
1
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Sats 1.2.0mH ar en normal delgruppd bildar G/ H en grupp under operationen H*g, H =
(9192)H .

Bevis. Vi har redan sett att operationen ar valdefinieradfiar normal. Det aterstar att visa att
operationen uppfyller kraven for en gruppoperation. @penen ar associativ eftersom

(91l * goH) * gsH = (g192) 93 = g1(9293)H = g1 H * (g2 H * g2 H)
eftersom operationen ar associativ. Enheteri/H areH, eftersom
eH xgH = gH = gH xeH,
forallagi G. Inversen tillgH ges avg—' H eftersom
gH g 'H = (99" ")H = eH = (g7 'g)Hg™"H % gH.
0

Exempel 1.1.Vi kan beskriva alla andliga cykliska grupp@y, som kvoten aZ med delgruppen
nZ, som ar normal eftersod,, ar abelsk. Vi far

C,=7Z/nZ,
dar vi ser p& som en grupp under addition.
Sats 1.3.Karnan till en homomorféar en normal delgrupp.

Bevis.Lat ® : ¢ — H vara en homomorfi mellan tva grupper. For varje element; och
varje element, € ker ® har vi

O(ghg™") = D(9)@(R)P(g7") = ®(g)eP(g7") = D99~ ") = P(e) =e.
Alltsa tillhor ghg~"! karnan som darmed ar normal. O

Exempel 1.2.Etersonl, (R) ar karnan i homomorfidet : Gl,,(R) — R arSl,(R) en normal
delgrupp och vi kan bilda kvote:l,,(R)/Sl,(R). Denna delgrupp ar isomorf meg* under
multiplikation.

Exempel 1.3.Den alternerande gruppeh, ar karnan till homomorfingn : .S,, — Z*. Kvoten
Sn/A, arisomorf medZ* = {+1}.
2. MER OM SIDOKLASSER

Vi har redan sett pa Lagranges sats tidigare. Om vi serljg féar en delgrupp ar stabilsatorn
for ett element under gruppverkan kan vi fa ytterligaraatkning av antalet sidoklasser.

Sats 2.1.0m gruppen verkar f en nangd X har vi att antalet sidoklasser till stabilsatorn
G, ges av antalet element i banaiv. Alltsa galler att

|G| - |G| = |G,
for alla elementr i X.
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Bevis. Vi skulle vilja se pa antalet sidoklasser il = G Vi vet att tva elementy och¢’, ligger
i samma sidoklass om och endast gmg’ ligger i H, men det betyder att

gl r=0 <= g¢.a=gux
Alltsa far vi en bijektion mellan sidoklasserna i tilf = G, och elementen i banan
Gz = {g.z|g € G},
vilket bevisar satsen. O

Exempel 2.1.0m vi ska rakna antalet elemerttl, (F,) — den generella linjara gruppen dver en
kropp med; element — far vi att

|GL.(Fy)| = (¢" — 1)|GL.(Fy)y|

for varje nollskild vektorv € [} eftersom banan fov ar IFy \ {0}. A andra sidan far vi att

stabilisatorn for = (1,0,...,0)" ges av alla matriserGl,(F,) vars forsta kolonn a. Antalet
element ar saledes ! |Gl,_;(F,)| och med induktion far vi

IGL,(F)| = (¢" = 1)(¢" " = 1) - (¢ — 1)g" " V2.

Exempel 2.2.Genom att se pa hur symmetrigrupperna for de platonskaplama verkar pa
mangden av sidor far vi antalet element for dodekaedam s

5-12=160

eftersom varje sida fixeras av fem rotationer och varje satadkickas till var och en av de tolv
sidorna. P4 samma satt fari 4 = 12 symmetrier av tetraederfi,- 6 = 24 symmetrier av
kuben,3 - 8 = 24 symmetrier av oktaedern oéh 20 = 60 symmetrier av ikosaedern.

Definition 2.1 (Transitiv gruppverkan). Vi sager att en grupp’ verkartransitivt pa en mangd
X om det for varje elementX kan ga pa varje annat elementi

Sats 2.2.0m H och K ar delgrupper iG galler att
[H]- K|
|[HN K|

Bevis.MangdenH K kan ses som en union av sidoklasserHAillDet galler nu bara att rakna hur
manga sidoklasser det ar. Vi ser attverkar transitivt pA mangden av sidoklasser som ligger i
H K genom multiplikation till vanster. Antalet sidoklassarknu fas genorf¥ | /| H,| dar H,, ar
stabilisatorn for nagon sidoklass. Vi kan lika garntatjia stabilisatorn till sidoklasse = K .

Ett elementh i H fixerar K om och endast omK = K, dvs om och endast omligger i K.
Allsta ges stabilisatorn aif N K, och vi har attH K bestar ayH|/|H N K| sidoklasser til| K|,
vilket bevisar satsen. O

Exempel 2.3(Uppgift 3.1.22)

a) Visa attH N K ar en normal delgrupp orff och K ar normala.
b) Visa skarningen av en uppsattning normala delgruppgt; € I ar normal.

|HEK| =
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Det racker att se pa b) eftersom a) ar ett specialfall. &aglement:. som ligger i skarningen
H = (\,c; H;. Det betyder ath ligger i H; for allai € I. Eftersom dessa delgrupper ar normala
galler att

ghg™ € H,
forallagi G och allai i I. Alltsa liggerghg—' i H som darmed ar normal.

Exempel 2.4.(Uppgift 3.1.34) LatD,,, vara den dihedrala gruppen med generatocearh s med
relationen™ = s? = e, rs = sr—!. Latk vara en delares.

a) Visa att(r*) ar en normal delgrupp ai,,,

b) Visa attD,,/(r*) = Da, .
Losning:Vi kan skriva ett elementD,,, somr's/, medi € {0,1,...,n—1} ochj € {1,2}. For
ett elementy™", i (r*) far vi

i mk . —i k :
rir™rTt =™t omyj =0,

i ojomk (i g\—1 _ i mk —j,—i _
rislr™(rts) T =il = sy ipmhpipis — p=mk - omj = 1.

| bada fallen ligger elementet kvatit*), vilket visar att delgruppen ar normal.

Antalet element i kvoterD,,, /(r*) ar 2n/k. Om vi kan hitta en injektiv homomorfi mellan
grupperna ar de darmed isomorfa. Vi |&iy,, ,, vara gerererad ai® och S med relationerna
R"* = S§? = ¢ ochRS = SR~'. En naturlig kandidat till homomorfi ges nu av

R~ r(rk>, S — s(rk>.
3. ISOMORFISATSERNA

Sats 3.1. (rsta isomorfisatsen)For en grupphomomorfb : G — H galler att
G/ ker ® = im®.
Bevis. Till att borja med kan vi anta afff = im® genom att se pa sammansattningen
G — imd — H.

Vi har projektionen

G — G/ ker ®
och vi kan fa en faktorisering av homomorfitn — im® genomG/ ker ® om vi kan fa en
inducerad homomorfi : G/ ker ® — im®. For att det ska stamma maste vi for ett element
gker @ i G/ ker ® ta bilden avg i im®, dvs lata

U(gker &) = ®(g) € imP.
Detta definierar en funktion fra6!/ ker @ eftersom olika representanter for samma sidoklass
uppfyller g; gy € ker @, vilket ar detsamma som abt(g;) = ®(g2). Vi ser att
U (gy ker @ x gy ker @) = U(gygo ker @) = ®(g192) = P(g1)P(g2) = V(g1 ker D)W (gs ker @)

vilket visar att¥ ar en homomorfi.

For att visa attl ar en isomorfi racker det att visa att den ar surjektiv agéktiv. Att den ar
surjektiv ar klart eftersom varje elemeriti® ar lika med®(g) = V(g ker ®) for nagot element
giG.
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For att se att den ar injektiv ser vi pa karnan som ges av
ker U = {gker ®|®(g) = e} = {eker ®}
och eftersom karnan bara bestar av enhetselementetrérhorfin injektiv. O

Definition 3.1 (fiber av homomorfi). For en homomorfi : G — H och ett elemenk i H
sager vi att

{9 € G|®(g) = h}
arfibernav ® overh.

Sats 3.2.Fibrerna till en homomorfar samma sak som sidoklasserna tdrkan.
Bevis.Om ®(go) = h har vi att
{9 € G|®(g9) = h} = {goglg € ker @} = goker ©
eftersom
D(g) = P(go) <= gy 'g) = e <= gy 'g Eker® <= g € goker @,
0]

Genom detta ser vi pa ytterligare ett satt att det finns fkidn mellen kvoterti / ker ® och
bildenim®.

Exempel 3.1.EftersomSl, (R) ar karnan till den surjektiva homomorfin
det : Gl,(R) — R*
ar det nu klart att kvotefil,, (R)/S1,,(R) ar isomorf med bildefR*. P4 samma satt far vi att den
alternerande gruppe,, ar karnan till den surjektiva homomorfin
sgn : S, — Z*
och darmed ar kvotefi, /A,, isomorf med bilderZ* = {+1}.
Sats 3.3. (Andra isomorfisatsenm K och H ar delgrupper iGG och H ligger i normalisatorn

Ng(K) sdar HK en delgrupp iG, K ar normal i HK och H N K ar normal i H. Dessutom
galler att

HK . H
K HNK’
Bevis. Vi borjar med att se att/ K ar en delgrupp. Omy, h, ligger i H ochk;, ko i K far vi
hiky(hoks) ™' = hikiky thyt = hihy 'K K
for nagotk; och nagot, i K, eftersomi C Ng(K). Alltsa ar H K en delgrupp.
Att K ar normal iH K foljer av att
hkk'(hk)™' = hkk'k'h™t = hh K" = &

for nagott” i K eftersomH C Ng(K).
Omk liggeri H N K ochh ligger i H far vi att hkh~" ligger i badeH och K, och darmed i
H N K, eftersomH C Ng(K). Alltsa arH N K normal i H.
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For att sedan bevisa isomorfin definierar vi en homomorfi f#& till H/H N K genom
®(hk) =hHNK,

for hi H ochk i K. Denna ar valdefinierad eftersamk, = hyk, innebar atth; ' hy = kik;*
som ligger iH N K. Att det ar en homomorfi framgar av att

q)(hlklhgkg) - q)(hlhgkikg) - hlth N K = (h,lH N K) * (th N K),

forallahy, hy i H och allaky, ks i K.
Eftersom® ar surjektiv racker det nu enligt den forsta isomorfigatatt visa atker ® = K,
men

ker® = {hk ¢ HK|he HN K} = K,

vilket bevisar satsen. OJ
Sats 3.4. (Tredje isomorfisatsenDm H C K ar normala delgrupper ' sa galler att

% ~ 6K,
Bevis. Vi kan skapa en homomorfi

¢:G/H— G/K

genom

O(gH) = gK

for alla g i G. Den ar valdefinierad eftersomH = g,H innebar attg, ' g, ligger i H, men
eftersomH C K ar darmedy; K = g, K. Forg; ochgs i G galler att

(I)(ng * 92H) = q)(glng) = (9192)K = K *x g K

vilket visar att® ar en homomorfi. Efterson ar surjektiv, racker det nu enligt den forsta iso-
morfisatsen att visa aker & = K/H. Eftersom enhetend/ K ar sidoklassem K ges karnan
av

ker® = {gH|gK = eK} ={gH|ge K} = K/H,
vilket bevisar satsen. O

4. TRANSPOSITIONER OCH DEN ALTERNERANDE GRUPPEN

| den symmetriska gruppe$), kallas tvacyklerna fotranspositionerDetta ar alltsa permuta-
tioner som byter plats pa precis tva element.

Definition 4.1 (Iangd av permutation). Vi sager atiangden¢(o), av en permutation i S,, ar
antaletinversioner dvs

(o) = {(@, j)li < j,o(i) > o(j)}.
Sats 4.1.Den symmetriska gruppen genereras av transpositionerna
{s1,80,...,8n1} ={(12),(23),...,(n—1n)}.
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Bevis. Vi kan bevisa detta genom induktion dver langdéfs;). Den enda permutationen av
langdO ar identitetspermutationen som ar en produkt av nollgpasitioner.

Om vi har en permutation som har minst en inversion sa finmsnatti: sa atto(i + 1) <
o(i), eftersomo annars skulle vara strikt vaxande. Om vi satter samenared transpositionen
s; = (11 + 1) minskar antaletinversioner med ett och vi kan per indukéota attr = o o s;
kan skrivas som en produkt av transpositionerna,, . . ., s,,_;. Darmed kan vi nu ocksa skriva
o = 7 o s; Som en produkt av dessa transpositioner. O

Sats 4.2.For varje permutatiorv i S,, galler att

sgn(o) = (—1)%.
Bevis. Vi har tidigare definieratkgn genom attS, verkar pa Van der Monde-determinanten
[Iic;(z; — zi). Vi kan nu konstatera att varje transpositigrbyter tecken pa"[Kj(xj — x;),

vilket betyder attsgn(s;) = —1. Om vi utfor (o) successiva transpositioner byter uttrycket
tecken/(c) ganger och vi far attign (o) = (—1)%). O
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