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1. PERMUTATIONSREPRESENTATIONER AV GRUPPER
Vi har redan tidigare sett att en verkan av en grGpa en mangd svarar mot en homomorfi
G — Sy
in i symmetriska gruppen p&, dvs gruppen av inverterbara funktioner fr&rtill X .

Definition 1.1. En permutationsrepresentaticaav en grupp’ ar en icke-tom mangd& och en
homomorfiG — Sk.

Permutationsrepresentationen sager mest om gruppkedafafrtrogen dvs om homomorfin
ar injektiv. Da arG isomorf med bilden a& i Sy och vi kan tanka 0s§& som en delgrupp $x.

2. GRUPPER SOM VERKAR R SIG SALVA MED MULTIPLIKATION TILL V ANSTER

Varje grupp verkar naturligt pa sig sjalv genom multipliion till vanster, dvs meg.h = gh,
for allag, h i G. Denna verkan ar trogen eftersom endast identitetsel@mlear trivial multip-
likation. Alltsa har vi en injektiv homomorfi

G—>Sg.

Om G ar andlig far vi attG ar isomorf med en delgrupp &, darn = |G|. Detta faktum kallas
Cayleys satsDetta ger dock i allmanhet en valdigt stor grugp och det kan finnas betydligt
mindre permutationsrepresentationer som anda ararogn

Exempel 2.1.Vi kan se dihedrala gruppen som en delgruppSay genom att se hur den per-
muterar elementen, men vi kan ocksalsg som en delgrupp a¥,, genom att numrera hornen
eller kanterna i den-hdrning den verkar pa.

Vi har sett att symmetrigrupperna av de platonska kropparmsomorfa med,, S, och As.
Symmetrigruppen av ikosaedern och dodekaedern skulle ragigys sats ses som en delgrupp
I Sgo istallet for en delgrupp ags.

Nar G verkar pa mangden av sidoklasser till en delgrépc G far vi en homomorfi

G— SG/H
1
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och karnan till denna homomorfi ar en normal delgrupp sogr i . | sjalva verket ar det den
storsta normala delgrupp som liggéeiii den mening att den innehaller alla normala delgrupper
som ligger iH.

Sats 2.1.0mH ar en delgrupp iG och K ar karnan till verkan awG pa sidoklasserna tilFf, s
innehaller K alla normala delgrupper G som ligger iH.

Bevis. Lat L vara en normal delgrupp som liggeHi. For/ i L ochg i G har vi att
(.(gH)={(gH = gl'H = gH

for nagot element’ i L, eftersomL ar normal. Alltsa verkar alla elementi trivialt pa sidok-
lasserna tillH och L ar en delgrupp i karnan. O

2.1. Ett bevis for Cauchys sats.| en av uppgifterna i foregaende kapitel finns ett recept f~
att kunna bevisa Cauchys sats genom att se pa hur en cyklipb @v ordningy verkar pa en
mangd. Vi ska folja detta recept nedan.

Sats 2.2. (Cauchys sat¥pmp ar ett primtal som delar ordningen a¥ sa finns ett element av
ordningp i G.

Bevis. Lat p vara ett primtal som deldr7|. Vi later X vara mangden av element? = G x
G x --- x G som uppfyllerg, g, - - - g, = 1. Antalet element X ar|G|P~! eftersom vi kan valja
dep — 1 forsta elementen godtyckligt och sedan fa det sista givetkvationen.

Den cykliska gruppet,, verkar pa&X genom att

(91927 9:)(Gir1- - 9p) =1 <= (gir19i+2" " Gp) (G192 - 9:) = 1
forallai=1,2,....,p— 1.

Stabilisatorn for ett element en delgrupp,i, vilket innebar att den antingen ar trivial eller hela
Z,, eftersomp ar ett primtal. Om den ar held, maste elementet vara pa formeng, ..., g),
medg? = 1. Banorna har darmed storléleller p. Om det bara fanns en bafél, 1,...,1)} av
storlek ett skulle antalet elemenki vara kongruent med 1 modute menp delar|G[?~1, vilket
visar att det maste finnas mer an en bana av starteh darmed ett element# 1 som uppfyller
g? = 1. Eftersomp ar ett primtal maste ordningen awarap, och satsen ar bevisad. O

2.2. Ledningar till n agra av uppgifterna.

4.1.1 Visa at(s, = gG, ' genom att se attl, C ¢G,g ' ochG, D gG.g9 .

4.1.2 VisaattG,o™ ! = G (e) gENOM att se att vansterledet innehaller hogerledbtiv@stom.
Visa att skarningen ar trivial genom att anvanda liknetean.

4.1.3 Anvand uppgift tva som visar att, = 1 for allaa # 1 eftersom skarningen

ﬂ 0G0t =@,
oelG
narG ar abelsk.

REKOMMENDERADE UPPGIFTER

4.1 Gruppverkan och permutationsrepresentationer.1,2,3,4,7,8
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4.2 Grupper som verkar pa sig splva med multiplikation till v anster - Cayleys sats.1,2,3,4,8




