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1. SYLOWS SATS

For att studera andliga grupper ar det intressant athselka delgrupper som finns av olika
ordningar. Vi har redan sett att Cauchys sats sager atugpgars ordning ar delbar med ett visst
primtal p ocksa maste ha ett element av ordningilket ar detsamma som att saga att det finns
en delgrupp av ordning. Vi kan ga vidare och se pa delgrupper som har primtalsysot@ning.
Det visar sig att vi har en valdigt stark sats som talar orstexisen av sadana delgrupper.

Definition 1.1 (p-grupper, p-Sylowdelgrupper). Om p ar ett primtal ar ep-grupp en grupp av
ordningp™, for nagot positivt heltah. Om G ar en grupp av ordning™m, darp inte delarm, sa
ar enp-Sylowdelgrupp en delgrupp av ordnipg.

Sats 1.1(Sylows sats).OmG ar enandlig grupp av ordning™m, dar p ar ett primtal som inte
delarm sa galler foljande:

i) G har enp-Sylowdelgrupp, dvs en grupp av ordnipy
i1) Varje p-delgrupp ligger i ett konjugat till varje-Sylowdelgrupp.
iii) Antaletp-Sylowdelgruppeéar kongruent med ett modutooch delarm.

Beviset for satsen kan goras mer eller mindre komplicenan en viktig idé bakom resultatet
ar foljande:

Om P och (@ ar p-delgrupper kan vi se pa elemen®isom stabilisera” under konjugering.
Dessa element bildar en delgrugp, som ar skarningen mellap och normalisatornNg(P).
EftersomH nu ar erp-delgrupp som helt ligger i normalisatorn ti far vi att 7 P en delgrupp.
Om vi nu antar att”? har maximal ordning blang-delgrupper maste vi ha aif C P, annars
skulle H P vara enp-delgrupp som innehoP. Darmed har vi sett att

QN Ng(P)=QNP
for varje p-delgrupp@ och varje maximap-delgruppp.

Bevis av Sylows sat$) For att visa att det finns enSylowdelgrupp kan vi anvanda induktion
over ordningen tillG. Nar |G| = p ar pastaendet trivialt sant. Vi kan darfor anta peuitebn att
pastaendet ar sant for alla grupper av lagre ordning.a

Om Z(G) = G ar gruppen abelsk, och vi kan anvanda argumentet ovaatfdse att det

finns en unikp-Sylowdelgrupp,P, som bestar av alla element vars ordning ar en potens av
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p. (I sjalva verket kan vi bilda en produkt av de delgruppemdoestar av element som har
primtalspotensordningar. Dessa har trivial skarniniof warje element i en abelsk grupp kan
skrivas som en produkt (summa) av element med primtalpotdning. Alltsa arG lika med
produkten av dessa delgrupper och eftersom ordningen aa @edigt Cauchys sats maste vara
primtalspotenser far vi att de ar Sylowdelgrupper.)

Om G inte ar abelsk ochZ(G)| ar delbart meg kan vi kvotaG med p-Sylowdelgruppen,
Pi Z(G) och far da per induktion ep-SylowdelgruppQ, i G/Z(G). Vi kan ta inversbilden,
d~1(Q), avQ under kvothomomorfi® : G — G/ P och far da em-Sylowdelgrupp iG.

Alltsa kan vi nu anta attZ (G)| inte ar delbart meg. Enligt klassekvationen master darmed
nagon av de icke-triviala konjugatklasserna ha en ordsimg inte ar delbar meg. For ett
elementy, i en sddan konjugatklass maste ordningen av centrédios&’(g), vara delbar med
p", eftersomCa(g)| - |G : Ca(g)| = |G| = p™m, ochp inte delar|G : C(g)|. Eftersomg inte
ligger i |Z(G)| & Cq(g) en akta delgrupp och per induktion har vi giSylowdelgrupp,P av
Cc(g), men da ar ocksa erp-Sylowdelgrupp iG.

Om P nu ar enp-Sylowdelgrupp kan vi se pa hur verkar pa mangden av konjugat tif
genom konjugering. Vi far da en bana som bara bestaP amen dvriga banor maste ha en
ordning som ar delbar med eftersom inte hel& kan stabilisera nagon annasBylowdelgrupp
an sig sjalv enligt resonemanget ovan. Alltsa ar antalajugat till P kongruent med ett modulo
p.

For att bevisai) ser vi nu pa enp-grupp@ och enp-SylowdelgruppP i G och vill visa att
Q ligger i ett konjugat till P. Lat Q verka pa mangden av konjugat &/genom konjugering.
Om @ inte ligger i ndgot av konjugaten sa kan den inte hellasiiszra nagot av dem. Darmed
ar alla banor icke-triviala och eftersom antalet elemesirje bana ar ep-potens, maste antalet
konjugat till P vara delbart meg, vilket motsager det vi just visade ovan. Alltsa ligggr nagon
av konjugaten tillP, vilket bevisarii).

Vi kan nu bevisaiii). Eftersom vi kan anvanda) pa varjep-Sylowdelgrupp har vi att alla
p-Sylowdelgrupper ar konjugerade och antalet konjugagilgivenp-Sylowdelgrupp ar darmed
kongruent med ett modula Antalet konjugat till erp-Sylowdelgrupp ar ocksa lika med index
for stabilisatorn for verkan a pa mangden av konjugat till delgruppen. Eftersom stsduitirn
innehallep-Sylowdelgruppen sjalv har vi att index for stabilisatonaste vara en delared. [
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