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Vi avslutar kursen med att se vidare på polynomringar i en och flera variabler.1

1. EISENSTEINS IRREDUCIBILITETSKRITERIUM

Sats 1.1(Eisensteins kriterium). Om ett moniskt polynomf(x) med koefficienter i ett integritet-
somr̊ade har allaövriga koefficienter i ett primidealP så är f(x) irreducibelt om inte konstant-
termen ligger iP 2.

Bevis.Antag att det finns en faktoriseringf(x) = g(x)h(x) och reducera denna ekvation modulo
P . Vi får då attf(x) = xn = g(x)·h(x) i (R/P )[x] som är ett integritetsområde, men det betyder
att konstanttermerna i bådeg(x) ochh(x) är noll, vilket visar att konstanttermen if(x) måste
ligga i P 2. �

2. POLYNOMRINGAR ÖVER KROPPAR

Sats 2.1.Om vi kan faktorisera ett moniskt polynomf(x) = f1(x)m1f2(x)m2 · · · fk(x)mk där
f1(x), f2(x), . . . , fk(x) är relativt prima s̊a är

k[x]/(f(x))
∼

= k[x]/(f1(x)m1) × k[x]/(f2(x)m2) × · · · × k[x]/(fk(x)mk).

Bevis.Detta är en direkt följd av den kinesiska restsatsen, eftersom idealen(fi(x)mi) och(fi(x)mi)
är komaximala föri 6= j. �

Sats 2.2(Faktorsatsen).Oma1, a2, . . . , am är distinkta r̈otter till polynometf(x) i k[x] är f(x)
delbart med(x − a1)(x − a2) · · · (x − am).

Bevis.Vi får att x−ai är en faktor if(x) eftersomf(x) ligger i kärnan till avbildningenk[x] −→
k[x]/(x− ai). Eftersom rötterna är distinkta är faktorerna relativtprima och då måste produkten
delaf(x) i och med attk[x] har unik faktorisering. �

Sats 2.3.Varje ändlig delgrupp till den multiplikativa gruppen i en kroppär cyklisk.

Bevis.Antalet element som uppfyllerxn = 1 är enligt faktorsatsen högstn för varje heltaln.
En cyklisk grupp har precisn element som uppfyllerxn = 1 för varje n som delar gruppens
ordning. Om gruppen inte är cyklisk kommer det att finnas för många element av någon ordning,
eftersom det totala antalet element fortfarande skall varalika stort. �

1Föreläsningen behandlar avsnitt 9.4-9.6 i Abstract Algebra [1].
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3. POLYNOMRINGAR I FLERA VARIABLER OCH GRÖBNERBASER

Definition 3.1 (Noethersk ring). En kommutativ ring med etta ärnoetherskom varje ideal är
ändligt genererade.

Sats 3.1(Hilberts bassats).OmR är noethersk s̊a är R[x] noethersk.

Vi hoppar över beviset av denna sats, men konstaterar att det följer att polynomringar över en
kropp är noetherska.

Sats 3.2.Omk är en kroppär k[x1, x2, . . . , xn] noethersk.

Bevis.Vi vet redan attk är noehtersk eftersom den bara har idealen(0) och(1). Genom induk-
tion övern får vi därmed attk[x1, x2, . . . , xn] = k[x1, x2, . . . , xn−1][xn] är noethersk eftersom
k[x1, x2, . . . , xn−1] är det. �

För att kunna göra beräkningar i polynomringar behövervi kunna göra prioriteringar och
därför inför man monomordningar. Ett monom är ett polynom med bara en term, men oftast
menar vi egentligen monom med koefficient1, dvsxi1

1
xi2

2
· · ·xin

n
.

Definition 3.2 (Monomordning). En välordning av monomen är enmonomordningom den
respekterar multiplikationen av monom, dvs

m′ ≤ m′′ =⇒ mm′ ≤ mm′′.

Givet en monomordning kan vi se på ledande termer i polynom.

Definition 3.3(Initialideal, Gr öbnerbas).För ett polynomf(x) i k[x1, x2, . . . , xn] är den ledande
termenLT (f) det monom som har störst ordning bland monomen if(x). För ett idealI är det
initialidealet, inI, det ideal som genereras av de ledande termerna för alla polynom i I. En
Gröbnerbasför I är en uppsättning generatorer sådana att deras ledande termer genererar ini-
tialidealet.

Exempel 3.1.För två variabler finns i stort sett bara en monomordning och den genereras av att
x < y ellery < x. Om vi väljery < x får vi att

yn < xyn−1 < x2yn−2 < · · · < xn

OmI = (x4−x2y2, x3−y3) får vi att initialidealet genereras av(x3, x2y2, xy4) och en Gröbnerbas
för I ges av

{x3 − y3, x2y2 − xy3, xy4 − y5}.

Vi får x2y2 − xy3 när vi eliminerar den ledande termen ix4 − x2y2 med hjälp avx3 − y3:

x4 − x2y2 − x(x3 − y3) = xy3 − x2y2 = −x2y2 + xy3.

Vi kan sedan gå vidare och eliminera den ledande termen ix2y2 − xy3, men vi måste då först
multiplicera medx och får då

x(x2y2 − xy3)

Här ser vi alltså att det kan behövas fler polynom för att generera initialidealtet än för att generera
idealet själv och därmed är inte en Gröbnerbas i allmänhet en minimal uppsättning generatorer
för idealet.
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