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Vi l6ser nagra uppgifter fran kapitel 7 och 8 i Abstracgabra [1].
Ovning 0.1(7.1.4) Visa att snittet av en uppgtning delringarar en delring.

Losning.Oma, b ligger i snittet av en uppsattning av delringar sa ligger dlla delringar. Alltsa
liggera — b ochab i alla delringar, och darmed i snittet. Alltsa ar snitetdelring. O

Ovning 0.2(7.1.7) Centreti en ringR &r alla element som kommuterar med alla andra element
i R under multiplikation. Visa att centret i en divisionsrirgkévkroppgr en kropp.

Ldsning. Centret ar en delring i och med dtt — b)c = ac — bc = ca — cb = ¢(a — b) och
abc = acb = cab oma ochb ligger i centret ochr ar ett element . Det ar en kommutativ ring
eftersom elementen speciellt kommuterar med andra eleémentret, och ettan ligger i centret.
Inversen till ett element i centret ligger ocksa i centediersom

alc=ca! < aa'ca = aca 'a <= ca = ac.
Alltsa ar centret en kommutativ ring med etta dar allaredat ar inverterbara, dvs en kroppJ

Ovning 0.3(7.1.14) L&tz vara ett nilpotent element i en kommutativ riRgmed etta.
a) Visa attx antingenar noll eller en nolldelare.
b) Visa attrz ar en nilpotentdr alla r» € R.
c) Visa attl + = ar en enhet iR.
d) Dra slutsatsen att summan av nilpotenta element med en @nkatenhet.

Losning. a) Omzx # 0 ochn ar det minsta positiva tal sa att = 0 har vi attz - 2" ~! = 0
utan att nagon av faktorerna ar noll. Allstazaen nolldelare.
b) Omz™ = 0 far vi att (rz)"* = r"z" = r™ - 0 = 0, eftersomR ar kommutativ. Alltsa ar
avenrz nilpotent.
c) Viharatt(l1+z)(1 —z+2*— -+ (=1)" 2" 1) =1+ (-1)"2" = 1 omz™ = 0.
Alltsta ar (1 + x) en enhet.
d) Omz ar nilptent ochy ar en enhet far vi att +y = y(1 + xy~!), darl + zy~! aren
enhet enligt ¢) eftersomy ! ar nilpotent enligt b).
O

Ovning 0.4(7.3.5) Beskriv alla ringhomomorfier &nZ x Z till Z. Beséim i varje fall Karnan
och bilden.
1
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Losning. En ringhomomorfi® : Z x Z — 7 bestams helt av vardena [p& 0) och (0, 1)
eftersom vardet p&mn, n) kan fas genom upprepad addition:

m

O(m,n) =m®(1,0) +n®(0,1) = Y &(1,0) + i ®(1,0).

i=1
Vi far alltsa en mojligt homomorfd, , for varje para, b € Z genom
®(m,n) = ma + nb, m,n € Z.

Karnan fas som

ker By, = {(m, n)|am + bn = 0} {k (Sgd(ba? 5 —Sgd?% b)) ke Z}

Bilden blir

im®, , = {ma + nblm,n € Z} = (sgd(a,b)) CZ

Ovning 0.5(7.3.13) Visa att ringenM,(RR) innehaller en delring sonér isomorf medC.

Losning. Vi har attC ar ett tvadimensionellt vektorrum 6v& med en bas som ges awchi.
Darmed kan vi representera multiplikaion med ett komplaksom er2 x 2-matris. Det racker
att se hur matriserna fdrochs ser ut:

10 . 0 -1
1<—>(0 1) och z<—>(1 0)

Darmed motsvarat + b matrisen
a —b
b «a

Ovning 0.6(7.3.29) L&t R vara en kommutativ ring. Visa attangden av nilpotenta element i
R bildar ett ideal9(R).

O

Losning. Tag tva nilpotenta elementochy. Vi har attz™ = 0 ochy™ = 0 for heltalm ochn.
Vi kan nu se att

m—+n
_ymAn m+n _1)igtym i —
(r—y) ZO( ; )( )'z'y
eftersomz’ =0fori =m,m+1,...,m +nochy™" i =0fori=0,1,...,m. Vihar redan

visati en tidigare uppgift attr ar nilpotent ome ar nilpotent och- € R. Alltsa ardt(R) ett ideal
i R. O

Ovning 0.7 (7.4.9) L&t R vara ringen av kontinuerliga funktionegintervallet[0, 1] och [t
I ={f€R|f(1/3) = f(1/2) = 0}. Visa att! ar ett ideal men intér ett primideal iR.
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Losning. Vi har i allmanhet at, = {f € R|f(a) = 0} ar ett ideal iR for a € [0, 1] eftersom
f(a) = g(a) = 0innebar attf (a) — g(a) = 0 och f(a)h(a) = 0 for allahi R.
Nu ar den givna mangdeh= I,,, N I;,3 som ar ett ideal eftersom det ar en skarning av ideal.
I ar inte ett primideal eftersom vi kan hitta en produkt aviftioner som ar noll i bada punk-
terna utan att bada faktorerna ar noll i bada punktemahar vi attf(z) = (2z — 1)(3z — 1)
liggeri I, trots att2x — 1 inte ligger/, ;3 och3x — 1 inte ligger i/ ;. O

Ovning 0.8 (7.4.15) L&t 2® + = + 1 vara ett element i polynomringeh,[z] och &t £ =
Loz /(2 + x + 1).
a) Visa attE inneHaller fyra element, 1, 7 ochx + 1.
b) Skriv upp addtionstabellef £ och se att den additiva gruppeém isomorf med Kleins
fyrgrupp
c) Skriv upp multiplikationstabellerdf £ och se att den multiplikatica gruppem cyklisk
av ordning tre. Dra slutsatsen aif ar en kropp.

Losning.a) Kvoten blir ett vektorrumm 6vef, som genereras avochz eftersom alla hogre
potenser aw kan reduceras till polynom av lagre grad med hjalp av i@t&n2? + 2 4+ 1 = 0.
Eftersom1 ochz ar linjart oberoende aF ett vektorrum av dimension tva, isomorft m&g.
Alltsa finns bara de fyra elementéni, 7 och1 + z.

b) Vi skriver upp additionstabellen

+ 0 1 T 1+
0 0 1 T 1+
1 1 0 TI+z =
T T 1+xz 0 1
l+z|l4+2z = 1 0
som ar grupptabellen for Kleins fyrgrupp.
c) Vi skriver upp multiplikationstabellen
0 1 T 1+ax
0 [0 0 0 0
1 |0 1 T 1+z
T |0 7 1+4+z 1
I+2|0 1+2 1 T

Alla element uton® ar inverterbara och multiplikationen ar kommutativ,/sé@r en kropp. Den
multiplikativa gruppen ar cyklisk av ordning tre. O

Ovning 0.9 (7.5.3) L&t k vara en kropp. Visa atk innetller en kroppk, som antingerar
isomorf med), eller medz, for nagot primtalp

Losning. Tag det minsta positiva heltal sadant att - 1 = 0i k. Om det finns ett sadant heltal
maste det vara ett primtal, eftersom vi annars skulle ha att

O=n-1=(m-1)(¢g-1)
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vilket skulle motsaga minimaliteten hasomm < n ochq < n. Vi sager attt har karakteristik
pomp-1=0ikfor nagot primtal.

Om det inte finns nagot sadant primtasager vi att karakteristiken ar noll och vi har da en
injektiv homomorfi frarZ in i kK genom att skicka pan-1. Eftersom alla elementi utom noll ar
inverterbara, far vi enligt den universella egenskapenfhaktionsringar en injektiv homomorfi
fran Q till .

Om k har karakteristiky s& har homomorfiZ — & en karna(p) och darmed ar bilden av
den homomorfin isomorf med,. Allstsa innehallek: en delkropp isomorf med,,. O

Ovning 0.10(7.5.4) Visa att alla delkroppar aR maste inneflla Q.

Bevis. Losning Omk ar en delkropp aR mastel € k. Darmed far vi atZ € k, men eftersom
alla element & ar inverterbara kommer aven alla rationella tal liggaDarmed innehallek de
rationella talerf) som en delkropp. O

Ovning 0.11(7.6.1) Ettelement € R &r en idempotent or? = e. Antag atte &r en idempotent
i centret till R. Visa attRe och R(1 — e) ar tvasidiga ideal iR och attR = Re x R(1 —e). Visa
atte och1 — e ar identitetselement i delringarnBe och R(1 — e).

Losning.Ome ar en idempotent sa &t — e)? = 1 — 2e + ¢* = 1 — ¢, vilket visar attl — e ar
en idempotent. Eftersomligger i centret om och endast om- e ligger i centret racker det till
att borja med att visa aRe ar ett ideal for en idempotent

Det ar en additiv delgrupp eftersom det ar ett vanstatideet racker att visa att det ocksa ar
ett hogerideal, men det ar klart i och medaligger i centret och

Rea = Rae C Re

for ett godtyckligt element € R.
Summan av de tva idealé®e och R(1 — ¢) ar helaR eftersoml = e + (1 — ¢). Darmed kan
vi anvanda kinesiska restsatsen och se att

R — R/Re x R/R(1 —¢)

ar en isomorfi eftersonke N R(1 — ¢) = {0}. Det aterstar att se at/Re = R(1 — e). Vi ser
det genom att definiera en homomaRfi— R(1 — e¢) genom multiplikation med1 — e) till
hoger. Det ar en homomorfi eftersartl — e)b(1 — e) = ab(1 — €)? = ab(1 — e) dal — e &ren
idempotent i centret.

Homomorfin ar per definition surjektiv och karnan ges av

{a € Rla(1 —e) =0} = {a € R|a = ae} = Re.

Alltsa ar R/Re = R(1 — ¢) och pa motsvarande s&t/R(1 — ¢) = Re. Vi har visat attkR =
Re x R(1 —e).

Vi kan ocksa gora det direkt genom att definiera en homonsdri— Re x R(1 — e¢) genom
a — (ae,a(1 — e)) och sedan visa att denna ar injektiv och surjektiv.

| delringeneR verkare som ett identitetselement eftersam- e = ac oche - ae = ae? = ae,
eftersonre ligger i centret. P4 samma satt verkar- ¢) som ett identitetselemenfi(1 —e¢). O



SF2703 ALGEBRA GRUNDKURS ANTECKNINGAR 2009-03-05 5

Ovning 0.12(7.6.2) Visa att enéndlig boolesk ring? med identitet 0 uppfyller
R;ZQ XZQX "'XZQ.

Losning. Vi vet redan sedan tidigare att ringen ar kommutativ om deBoolesk. Tag nu ett
nollskilt elemente € R. Vi kan anvanda foregaende uppgift for att skriRa= Re x R(1 — e).
Om R har fler an tva element kan vi valjasa atte # 1 oche # 0. Det innebar att bad&e
och R(1 — e) innehaller minst tva elemennt och darmed maste deaoelsd strikt mindre an
R. Darfor kan vi anvanda induktion pa antalet elemeftfor att visa attRe och R(1 — ¢) ar
isomorfa med en produkter av kopior @ eftersom en delring av en Boolesk ring ocksa ar
Boolesk. Darmed aR = Zy X Zy X - -+ X Zs. O

Ovning 0.13(8.1.7) Besém en generatordi idealet (85,1 + 13i) i Z[i] genom att arénda
Euklides algoritm.

Losning.Vi vet att idealet ska genereras av ett enda element och dstenvara den storsta
gemensamma delaren mellémoch1 + 13:. Vi anvander Euklides algoritm och skriver

85 = (—T7i)- (14 131) + —6 + 7i
och
1+13i=(1—14) - (—6+T7i)
vilket sager att-6 + 7: ar den storsta gemensamma delaren melaoch 1 + 13:. Vi skulle
ocksa ha tittat pa mojliga faktor8b = 5 - 17 = (1 + 2i)(1 — 2i)(4 + i)(4 — i) som ocksa delar
1+ 13s. O

Ovning 0.14(8.3.6) a) Visa att kvotringer¥[i] /(1 + i) ar en kropp med & element.
b) Lat ¢ € Z vara et primtal med; = 2 (mod 4). Visa attZli]/(¢) ar en kropp med;?
element.
c) Lat p vara ett primtal med» = 1 (mod 4) och skrivp = (a + ib)(a — 4b). Visa att
Zli)/(p) = Zli]/(a +1b) x Z]i]/(a — ib) som ringar och att Bda ringarnaZi]/(a + ib)
ochZl[i]/(a — ib) ar kroppar med element.

Losning. a) Enligt divisionsalgoritmen har vi att varje elemei][i] har en rest med norm
strikt mindre ar2 modulo1 + i. Det finns fem sadana elemeft,+1 och +i. Eftersom
(14+4)(1—4) =2saarl = —1 (mod 1+14)ochi = —1 (mod 1+ 1), men vihar ocksa
att1 — (—i) = 1+4 = 0 (mod 1 + 1), vilket ger att det bara finns tva olika element
i kvoten, restklassern@] och [1]. Eftersoml + ¢ ar irreducibelt far vi att kvoten ar ett
integritetsomrade och darmed i det har fallet en kropp twé& element.

b) Omg ar ett primtal med; = 3 (mod 4) har vi attZ[i]/(q) = Z,[z]/(z* + 1), darz? + 1
ar irreducibelt iZ, [z]. Allts& arZ[i|/(¢) en kropp med;* element.

c) Omp ar ett primtal meg = 1 (mod 4) kan vi faktorisera = (a + ib)(a — ib) i Z[i]. Vi
har ocksa att:* + 1 faktoriserar i ringer¥,[z]. Darmed har vi att

Z[i]/(p) = Zyl]/(2® + 1) = Zp[a]/(z — a) X Zp[a]/(z + @)

dar bagge faktorerna ar kroppar av ordnindessa kroppar ar isomorfa méd|/(a +
ib), respektiveZ[i|/(a — ib).
[
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