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Vi löser några uppgifter från kapitel 7 och 8 i Abstract Algebra [1].

Övning 0.1 (7.1.4). Visa att snittet av en uppsättning delringarär en delring.

Lösning.Oma, b ligger i snittet av en uppsättning av delringar så ligger de i alla delringar. Alltså
liggera− b ochab i alla delringar, och därmed i snittet. Alltså är snitteten delring. �

Övning 0.2(7.1.7). Centret i en ringR är alla element som kommuterar med alla andra element
i R under multiplikation. Visa att centret i en divisionsring (skevkropp)̈ar en kropp.

Lösning.Centret är en delring i och med att(a − b)c = ac − bc = ca − cb = c(a − b) och
abc = acb = cab oma ochb ligger i centret ochc är ett element iR. Det är en kommutativ ring
eftersom elementen speciellt kommuterar med andra elementi centret, och ettan ligger i centret.
Inversen till ett element i centret ligger också i centret,eftersom

a−1c = ca−1 ⇐⇒ aa−1ca = aca−1a⇐⇒ ca = ac.

Alltså är centret en kommutativ ring med etta där alla element är inverterbara, dvs en kropp.�

Övning 0.3 (7.1.14). Låt x vara ett nilpotent element i en kommutativ ringR med etta.

a) Visa attx antingenär noll eller en nolldelare.
b) Visa attrx är en nilpotent f̈or alla r ∈ R.
c) Visa att1 + x är en enhet iR.
d) Dra slutsatsen att summan av nilpotenta element med en enhetär en enhet.

Lösning. a) Omx 6= 0 ochn är det minsta positiva tal så attxn = 0 har vi attx · xn−1 = 0
utan att någon av faktorerna är noll. Allstå ärx en nolldelare.

b) Omxn = 0 får vi att (rx)n = rnxn = rn · 0 = 0, eftersomR är kommutativ. Alltså är
ävenrx nilpotent.

c) Vi har att(1 + x)(1 − x + x2 − · · · + (−1)n−1xn−1) = 1 + (−1)nxn = 1 om xn = 0.
Alltstå är(1 + x) en enhet.

d) Omx är nilptent ochy är en enhet får vi attx + y = y(1 + xy−1), där1 + xy−1 är en
enhet enligt c) eftersomxy−1 är nilpotent enligt b).

�

Övning 0.4 (7.3.5). Beskriv alla ringhomomorfier fr̊an Z × Z till Z. Besẗam i varje fall k̈arnan
och bilden.
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Lösning.En ringhomomorfiΦ : Z × Z −→ Z bestäms helt av värdena på(1, 0) och (0, 1)
eftersom värdet på(m, n) kan fås genom upprepad addition:

Φ(m, n) = mΦ(1, 0) + nΦ(0, 1) =

m
∑

i=1

Φ(1, 0) +

n
∑

i=1

Φ(1, 0).

Vi får alltså en möjligt homomorfiΦa,b för varje para, b ∈ Z genom

Φ(m, n) = ma + nb, m, n ∈ Z.

Kärnan fås som

ker Φa,b = {(m, n)|am + bn = 0} =

{

k

(

b

sgd(a, b)
,−

a

sgd(a, b)

)

∣

∣ k ∈ Z

}

Bilden blir

imΦa,b = {ma + nb|m, n ∈ Z} = (sgd(a, b)) ⊆ Z

�

Övning 0.5 (7.3.13). Visa att ringenM2(R) inneh̊aller en delring som̈ar isomorf medC.

Lösning.Vi har attC är ett tvådimensionellt vektorrum överR med en bas som ges av1 och i.
Därmed kan vi representera multiplikaion med ett komplexttal som en2× 2-matris. Det räcker
att se hur matriserna för1 ochi ser ut:

1←→

(

1 0
0 1

)

och i←→

(

0 −1
1 0

)

Därmed motsvarara + ib matrisen
(

a −b
b a

)

�

Övning 0.6 (7.3.29). Låt R vara en kommutativ ring. Visa att m̈angden av nilpotenta element i
R bildar ett idealN(R).

Lösning.Tag två nilpotenta elementx ochy. Vi har attxm = 0 ochyn = 0 för heltalm ochn.
Vi kan nu se att

(x− y)m+n =

m+n
∑

i=0

(

m + n

i

)

(−1)ixiym+n−i = 0

eftersomxi = 0 för i = m, m + 1, . . . , m + n ochym+n−i = 0 för i = 0, 1, . . . , m. Vi har redan
visat i en tidigare uppgift attxr är nilpotent omx är nilpotent ochr ∈ R. Alltså ärN(R) ett ideal
i R. �

Övning 0.7 (7.4.9). Låt R vara ringen av kontinuerliga funktioner på intervallet[0, 1] och låt
I = {f ∈ R|f(1/3) = f(1/2) = 0}. Visa attI är ett ideal men intëar ett primideal iR.
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Lösning.Vi har i allmänhet attIa = {f ∈ R|f(a) = 0} är ett ideal iR för a ∈ [0, 1] eftersom
f(a) = g(a) = 0 innebär attf(a)− g(a) = 0 ochf(a)h(a) = 0 för allah i R.

Nu är den givna mängdenI = I1/2 ∩ I1/3 som är ett ideal eftersom det är en skärning av ideal.
I är inte ett primideal eftersom vi kan hitta en produkt av funktioner som är noll i båda punk-

terna utan att båda faktorerna är noll i båda punkterna, tex har vi attf(x) = (2x − 1)(3x − 1)
ligger i I, trots att2x− 1 inte liggerI1/3 och3x− 1 inte ligger iI1/2. �

Övning 0.8 (7.4.15). Låt x2 + x + 1 vara ett element i polynomringenZ2[x] och låt E =
Z2[x]/(x2 + x + 1).

a) Visa attE inneh̊aller fyra element;0, 1, x ochx + 1.
b) Skriv upp addtionstabellen för E och se att den additiva gruppenär isomorf med Kleins

fyrgrupp
c) Skriv upp multiplikationstabellen för E och se att den multiplikatica gruppenär cyklisk

av ordning tre. Dra slutsatsen attE är en kropp.

Lösning.a) Kvoten blir ett vektorrumm överZ2 som genereras av1 ochx eftersom alla högre
potenser avx kan reduceras till polynom av lägre grad med hjälp av relationenx2 + x + 1 = 0.
Eftersom1 och x är linjärt oberoende ärE ett vektorrum av dimension två, isomorft medZ2

2.
Alltså finns bara de fyra elementen0, 1, x och1 + x.

b) Vi skriver upp additionstabellen

+ 0 1 x 1 + x
0 0 1 x 1 + x
1 1 0 1 + x x
x x 1 + x 0 1

1 + x 1 + x x 1 0

som är grupptabellen för Kleins fyrgrupp.
c) Vi skriver upp multiplikationstabellen

· 0 1 x 1 + x
0 0 0 0 0
1 0 1 x 1 + x
x 0 x 1 + x 1

1 + x 0 1 + x 1 x

Alla element utom0 är inverterbara och multiplikationen är kommutativ, såE är en kropp. Den
multiplikativa gruppen är cyklisk av ordning tre. �

Övning 0.9 (7.5.3). Låt k vara en kropp. Visa attk inneh̊aller en kroppk0 som antingen̈ar
isomorf medQ, eller medZp för något primtalp

Lösning.Tag det minsta positiva heltaln sådant attn · 1 = 0 i k. Om det finns ett sådant heltal
måste det vara ett primtal, eftersom vi annars skulle ha att

0 = n · 1 = (m · 1)(q · 1)
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vilket skulle motsäga minimaliteten hosn omm < n ochq < n. Vi säger attk har karakteristik
p omp · 1 = 0 i k för något primtalp.

Om det inte finns något sådant primtalp säger vi att karakteristiken är noll och vi har då en
injektiv homomorfi frånZ in i k genom att skickan pån·1. Eftersom alla element ik utom noll är
inverterbara, får vi enligt den universella egenskapen hos fraktionsringar en injektiv homomorfi
frånQ till k.

Om k har karakteristikp så har homomorfinZ −→ k en kärna(p) och därmed är bilden av
den homomorfin isomorf medZp. Allstså innehållerk en delkropp isomorf medZp. �

Övning 0.10(7.5.4). Visa att alla delkroppar avR måste inneh̊alla Q.

Bevis.Lösning Omk är en delkropp avR måste1 ∈ k. Därmed får vi attZ ∈ k, men eftersom
alla element ik är inverterbara kommer även alla rationella tal ligga ik. Därmed innehållerk de
rationella talenQ som en delkropp. �

Övning 0.11(7.6.1). Ett elemente ∈ R är en idempotent ome2 = e. Antag atte är en idempotent
i centret till R. Visa attRe ochR(1− e) är tvåsidiga ideal iR och attR

∼

= Re×R(1− e). Visa
att e och1− e är identitetselement i delringarnaRe ochR(1− e).

Lösning.Om e är en idempotent så är(1− e)2 = 1− 2e + e2 = 1− e, vilket visar att1 − e är
en idempotent. Eftersome ligger i centret om och endast om1− e ligger i centret räcker det till
att börja med att visa attRe är ett ideal för en idempotente.

Det är en additiv delgrupp eftersom det är ett vänsterideal. Det räcker att visa att det också är
ett högerideal, men det är klart i och med atte ligger i centret och

Rea = Rae ⊆ Re

för ett godtyckligt elementa ∈ R.
Summan av de två idealenRe ochR(1− e) är helaR eftersom1 = e + (1− e). Därmed kan

vi använda kinesiska restsatsen och se att

R −→ R/Re× R/R(1− e)

är en isomorfi eftersomRe ∩ R(1 − e) = {0}. Det återstår att se attR/Re
∼

= R(1 − e). Vi ser
det genom att definiera en homomorfiR −→ R(1 − e) genom multiplikation med(1 − e) till
höger. Det är en homomorfi eftersoma(1− e)b(1− e) = ab(1− e)2 = ab(1− e) då1− e är en
idempotent i centret.

Homomorfin är per definition surjektiv och kärnan ges av

{a ∈ R|a(1− e) = 0} = {a ∈ R|a = ae} = Re.

Alltså ärR/Re
∼

= R(1 − e) och på motsvarande sättR/R(1 − e)
∼

= Re. Vi har visat attR
∼

=
Re× R(1− e).

Vi kan också göra det direkt genom att definiera en homomorfiR −→ Re× R(1− e) genom
a 7→ (ae, a(1− e)) och sedan visa att denna är injektiv och surjektiv.

I delringeneR verkare som ett identitetselement eftersomae · e = ae oche · ae = ae2 = ae,
eftersome ligger i centret. På samma sätt verkar(1−e) som ett identitetselement iR(1−e). �
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Övning 0.12(7.6.2). Visa att enändlig boolesk ringR med identitet1 6= 0 uppfyller

R
∼

= Z2 × Z2 × · · · × Z2.

Lösning.Vi vet redan sedan tidigare att ringen är kommutativ om den ¨ar Boolesk. Tag nu ett
nollskilt elemente ∈ R. Vi kan använda föregående uppgift för att skrivaR

∼

= Re × R(1− e).
Om R har fler än två element kan vi väljae så atte 6= 1 och e 6= 0. Det innebär att bådeRe
och R(1 − e) innehåller minst två elemennt och därmed måste de ocks˚a vara strikt mindre än
R. Därför kan vi använda induktion på antalet element iR för att visa attRe ochR(1 − e) är
isomorfa med en produkter av kopior avZ2 eftersom en delring av en Boolesk ring också är
Boolesk. Därmed ärR

∼

= Z2 × Z2 × · · · × Z2. �

Övning 0.13 (8.1.7). Besẗam en generator för idealet(85, 1 + 13i) i Z[i] genom att anv̈anda
Euklides algoritm.

Lösning.Vi vet att idealet ska genereras av ett enda element och det m˚aste vara den största
gemensamma delaren mellan85 och1 + 13i. Vi använder Euklides algoritm och skriver

85 = (−7i) · (1 + 13i) +−6 + 7i

och
1 + 13i = (1− i) · (−6 + 7i)

vilket säger att−6 + 7i är den största gemensamma delaren mellan85 och 1 + 13i. Vi skulle
också ha tittat på möjliga faktorer85 = 5 · 17 = (1 + 2i)(1− 2i)(4 + i)(4− i) som också delar
1 + 13i. �

Övning 0.14(8.3.6). a) Visa att kvotringenZ[i]/(1 + i) är en kropp med tv̊a element.
b) Låt q ∈ Z vara et primtal medq ≡ 2 (mod 4). Visa attZ[i]/(q) är en kropp medq2

element.
c) Låt p vara ett primtal medp ≡ 1 (mod 4) och skrivp = (a + ib)(a − ib). Visa att

Z[i]/(p)
∼

= Z[i]/(a + ib)×Z[i]/(a− ib) som ringar och att b̊ada ringarnaZ[i]/(a + ib)
ochZ[i]/(a− ib) är kroppar medp element.

Lösning. a) Enligt divisionsalgoritmen har vi att varje element iZ[i] har en rest med norm
strikt mindre än2 modulo1 + i. Det finns fem sådana element,0, ±1 och±i. Eftersom
(1+ i)(1− i) = 2 så är1 ≡ −1 (mod 1+ i) ochi ≡ −1 (mod 1+ i), men vi har också
att 1 − (−i) = 1 + i ≡ 0 (mod 1 + i), vilket ger att det bara finns två olika element
i kvoten, restklasserna[0] och [1]. Eftersom1 + i är irreducibelt får vi att kvoten är ett
integritetsområde och därmed i det här fallet en kropp med två element.

b) Omq är ett primtal medq ≡ 3 (mod 4) har vi attZ[i]/(q)
∼

= Zq[x]/(x2 + 1), därx2 + 1
är irreducibelt iZq[x]. Alltså ärZ[i]/(q) en kropp medq2 element.

c) Omp är ett primtal medp ≡ 1 (mod 4) kan vi faktoriserap = (a + ib)(a− ib) i Z[i]. Vi
har också attx2 + 1 faktoriserar i ringenZp[x]. Därmed har vi att

Z[i]/(p)
∼

= Zp[x]/(x2 + 1)
∼

= Zp[x]/(x− α)× Zp[x]/(x + α)

där bägge faktorerna är kroppar av ordningp. Dessa kroppar är isomorfa medZ[i]/(a +
ib), respektiveZ[i]/(a− ib).

�
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