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Fredagen den 6 mars, 2009

Uppgift.

a) Definiera vad som menas med attI är ett ideal i en ringR som inte nödvändigtvis är
kommutativ. (1)

b) LåtΦ : R −→ S vara en ringhomomorfi, låtJ vara ett ideal iS och låt

I = Φ−1(J) = {a ∈ R |Φ(a) ∈ J}.

Visa attI är ett ideal iR. (2)
c) Visa att homomorfinΦ i uppgift b) inducerar en injektiv homomorfi

Ψ : R/I −→ S/J.

(2)
d) Visa att en oändlig kedja av idealI1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ I4 ⊆ · · · i ett principalidealområdeR

måste stabiliseras, dvs uppfyllerIi = Ii+1 alla tillräckligt stora heltali. (Ledning: Visa
först att unionen är ett ideal.) (2)

e) Ge ett exempel på en ring på formenR[x]/(f(x)) som inte är isomorf med en produkt av
kroppar. (2)

Lösningsf̈orslag.

a). Ett idealI i en ringR är en delmängd som uppfyller

i) I ⊆ R är en delgrupp under addition, och
ii) aI ⊆ I ochIa ⊆ I för allaa ∈ R.

Vi kan också säga attI är en delring som uppfyllerii).

b). Vi behöver kontrollera attI uppfyller kraven i uppgift a).

i) Vi tar två elementa ochb i I och ser oma − b ligger i I. Vi får att

Φ(a − b) = Φ(a) − Φ(b) ∈ J,

eftersomΦ(a) ochΦ(b) ligger i J som är ett ideal iS.
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ii) Vi ser sedan påa ∈ R ochb ∈ I. Då har vi att

Φ(ab) = Φ(a)Φ(b) ∈ J

och
Φ(ba) = Φ(b)Φ(a) ∈ J,

eftersomΦ(b) ∈ J ochJ är ett ideal iS.

c). Vi definierar homomorfinΨ : R/I −→ R/J genom

Ψ(a + I) = Φ(a) + J

för a ∈ I. Detta är väldefinierat eftersoma − b ∈ I innebär attΦ(a) − Φ(b) = Φ(a − b) ∈ J .
Vi ska nu visa attΨ är injektiv. Vi gör det genom att beräkna kärnan.

ker Ψ = {a + I|Ψ(a + I) = 0} = {a + I|Φ(a) ∈ J} = {a + I|a ∈ I} = {0} ⊆ R/I.

Alltså ärΨ injektiv.

d). Vi kan bildaI =
⋃∞

i=0
Ii som blir ett ideal eftersoma, b ∈ I innebär atta ∈ Ii ochb ∈ Ij,

för någrai, j. Men då gäller att bådeIi och Ij ligger i Imax{i,j}. Alltså ligger skillnadena − b
också iImax{i,j} och därmed iI. Oma ligger i I får vi atta ∈ Ii för någoti och därmed kommer
ab ∈ Ii för varjeb ∈ R. Alltså ärI ett ideal.

EftersomR är ett principalidealområde finns nu ett elementa ∈ R så attI = (a). Detta
element ligger i någotIi och därmed måsteI ⊆ Ii. EftersomI =

⋃∞
j=1

Ij har vi också attIi ⊆ I.
Alltså ärIi = I och vi måste haIj = I för alla j ≥ i, eftersomI = Ii ⊆ Ij ⊆ I.

e). Enligt kinesiska restsatsen kan vi faktoriseraR[x]/(f(x)) som en produkt av ringar av formen
R[x]/(fi(x)) därf = f1(x)f2(x) · · · fm(x) är en faktorisering avf(x) i faktorer som är parvis
relativt prima. KvotenR[x]/(f(x)) är en kropp om och endast omf(x) är irreducibel, så om vi
vill ha en ring som inte är en produkt av kroppar skulle vi behöva upprepade faktorer if(x). Till
exempel kan vi väljaR = R[x]/(x2).

För att vara säker på attR inte är isomorf med en produkt av kroppar på något annat s¨att kan vi
se attR innehåller ett nollskilt element vars kvadrat är noll. Omvi har en produkt av kroppar är
alla potenser av nollskilda element nollskilda. Alltså kan inteR = R[x]/(x2) vara isomorf med
en produkt av kroppar.

Bedömningskriterier.
a) Korrekt definition av ideal,1 poäng.
b) – Korrekt bevis för attI är en abelsk delgrupp avR under addition,1 poäng.

– Korrekt bevis för attaI ⊆ I ochIa ⊆ I för allaa ∈ R, 1 poäng.
c) – Korrekt motivering för att man får en inducerad homomorfi,1 poäng.

– Korrekt motivering för att homomorfin blir injektiv,1 poäng.
d) – Korrekt motivering för att unionenI =

⋃∞
i=1

Ii är ett ideal,1 poäng.
– Korrekt motivering till attIi = I för i >> 0, 1 poäng.

e) – Korrekt exempel på en ring därf(x) har en upprepad faktor,1 poäng.
– Korrekt bevis av att ringen inte är en produkt av kroppar i detta fall, 1 poäng.


