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(1) a) Definiera vad som menas med en grupphomomorfi. (1)
b) Visa att en grupphomomorfi ® : G — H é&r injektiv om och endast om kérnan
ar trivial, dvs ker & = {e}. (2)
c¢) Berikna normalisatorn till {r, s} i dihedrala gruppen Dsy,, dir r har ordning
n och s har ordning 2. (2)
d) Visa att det finns en injektiv homomorfi

U:G/HNK — G/H x G/K

om H och K &r normala delgrupper i en grupp G. (2)
e) Lat G vara en grupp och H vara den delgrupp som genereras av miangden

{hgh™'g™"1g,h € G}.
Visa att H ar normal i G. (2)

a). En grupphomomorfi ® : G — H &r en funktion mellan grupper som uppfyller
(g #c g') = 2(g) *m (9')

for alla g och ¢’ i G, dir g och xp ar gruppoperationerna i G, respektive H.

b). Vihar alltid att ®(e) = e;. Om homomorfin &r injektiv maste vi ha att endast

eq avbildas pa ey, vilket ger att kidrnan &r trivial. Om vi vet att kidrnan ar trivial
och ®(g) = ®(¢') far vi att

(g7 )0(9) " P(g) = em
vilket leder till ¢g71¢’ = eq, dvs g = ¢’. Alltsa dr homomorfin injektiv.

c¢). Vi kan skriva ett element i G = Dy, som g = r's/ dir 0 <i<moch 0 <j <1.
Om n > 2 kan inte r och s vara konjugerade med varandra eftersom de har olika
ordning. Alltsa ges normalisatorn till {r, s} av skdrningen mellan Ng(7) och Ng(s).
For att g ska ligga i Ng(r) behover vi att

B S S
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vilket betyder att 7 = 0. Vi kan nu anta att g = 7’ vi far att g ligger i Ng(s) om

s = gsg_1 = rislssIr™t = rlgr™" = r2i3,
vilket betyder att 7% = e. Alltsa far vi att normalisatorn till {r, s} &r trivial om n
ar udda och lika med {e, ™2} om n &r jamnt. Om n = 2 har vi att Dy = Z, x Z,
ar abelsk och normalisatorn till {r, s} dr ddrmed hela Dj.

d). Vi kan definiera kvotgrupperna G/H och G/K eftersom H och K &r normala
i G. Vi far ocksa naturliga homomorfier
¢1:G— G/H och ¢:G— G/K
som ges av att ¢1(g) = g+ H och ¢o(g) = g + K. Déarmed far vi en homomorfi
¢:G— G/HxG/K

genom ® = (¢1,¢2), dvs ®(g) = (d1(9), 92(9)) = (9 + H,g + K). Detta &r en
homomorfi eftersom ¢; och ¢, &r homomorfier och vi far att kdrnan ges av de

element i G som gar pa identitetselementet i bada faktorerna, dvs de element som
ligger bade i H och i K. Alltsa ar ker ® = HN K och enligt den forsta isomorfisatsen
ar G/ ker ® = im®, vilket visar att G/H N K &r isomorf med en delgrupp i G/H x
G/K. Alltsa finns en injektiv homomorfi G/H N K — G/H x G/K.

e). Om k &r ett element i G har vi att
khgh ‘g k™' = khk‘kgk 'kh 'k kg 'kt = W g'h' 1!

dir ' = khk~! och ¢’ = kgk™!. Alltsa &r méngden A = {hgh~'g~'|h, g € G} sluten
under konjugering, dvs Ng(A) = G. Eftersom A &r sluten under invers, kommer
varje element i H = (A) att vara en produkt av ett dndligt antal element ur A och
vi har ddrmed att

-1 -1 -1 -1 ’ ot /
kayay - - - ank™ = kayk 'kagk™ - - ka, k™! = d\al,- - - d,

for a, = ka;k™ € A, som diirmed ocksa ligger i H for alla ki G.

Bed6mningskriterier.
a) Korrekt definition av grupphomomorfi, 1 podng.

b) — Korrekt bevis av ena implikationen, 1 podng.
— Korrekt bevis av andra implikationen, 1 poang.
¢)  — Korrekt krav for att grg~! € {r, s}, 1 poéng.
— Korrekt slutford berdkning av normalisatorn, 1 poang.
d) — Korrekt definition av homomorfin fran G till G/H x G/K, 1 poéng.
— Korrekt slutfort bevis av att det finns en injektiv homomorfi, 1 poéing.
e) — Korrekt bevis for att generatorméangden &r sluten under konjugering, 1
poing.

— Korrekt slutfort bevis av att H ar normal, 1 poang.
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a) Definiera vad som menas med gruppen av inre automorfier av en grupp. (1)
b) Formulera struktursatsen for éndligt genererade abelska grupper och avgor om

Z42 X Zlg ar isomorf med Z84 X Z6. (2)
c) Harled klassekvationen for dndliga grupper. (2)
d) Bestam en p-Sylowdelgrupp till den symmetriska gruppen Sy for alla primtal
som delar gruppens ordning. (2)

e) Lat G vara en #éndlig grupp och p vara ett primtal som delar ordingen av G.
Visa att skirningen av alla p-Sylowdelgrupper &r en normal delgrupp i G. (2)

a). Varje element g i G definierar en automorfi pa G genom ¢,(h) = ghg™'.
Méangden av dessa automorfier bildar en delgrupp av automorfigruppen Aut(G)
som kallas gruppen av inre automorfier.

b). En dndligt genererad abelsk grupp A vér en produkt av cykliska grupper. Mer
precist géller att
i) Det finns naturliga tal r och nq,na, ..., ng, dir n,y; delar n;, for 1 <i < k, sa
att

AZ=Z" X Zpy X Zpy X oo+ X L

ii) Heltalen r, ny,no, ..., ng dr unik bestimda utifran egenskapen 1i i).
For att avgora om de tva grupperna ar isomorfa skriver vi om den forsta pa nor-
malformen genom att forst separera de olika primfaktorerna:

Z42 X Z12 = Z7 X Z3 X ZQ X Z3 X Z4 = Z7.3.4 X Z3.2 = Z84 X Zﬁ.

Alltsa ser vi att grupperna &r isomorfa.

c). Om G &r en dndlig grupp verkar den pa sig sjilv genom konjugering. Banorna
kallas konjugatklasser och vi har for varje element g att antalet element i konjugat-
klassen ges av

|G| =Gy - |Gy

vilket ger att antalet element i konjugatklassen ges av |G|/|Cq(g)|. Konjugatklas-
serna ar disjunkta och ger en partition av G. De konjugatklasser som innehaller
precis ett element motsvarar centret Z(G) och ddrmed far vi att totala antalet ele-
ment i G far som antalet element i centret plus summan av antalet element i de
olika konjugatklasserna. Detta kan vi skriva som

Gl = 12(G)| +Z%’

dér g1, go, . . ., gr ar representanter for de konjugatklasser som innehaller fler 4n ett
element.



d). Eftersom |Sy| = 24 = 2% - 3 har vi endast de tva primtalen p = 2 och p = 3
att utreda. I det forsta fallet letar vi efter delgrupper av ordning 8 = 23 och vi
vet att det ska finnas minst en sadan delgrupp enligt Sylows sats. Elementen kan
ha ordning 2 och 4. Vi kan inte ha tva transpositioner med precis ett gemensamt
element, eftersom vi da far en trecykel. Darmed finns inte plats for sju element av
ordning tva. Daremot kan vi om vi borjar med en fyrcykel (abed) ta

{id, (abed), (ac)(bd), (adeb), (ac), (bd), (ab)(cd), (ad)(be)}

som vi kdnner igen som den dihedrala gruppen av symmetrier av en fyrhérning
med hornen a, b, ¢, d. Det finns tre olika varianter att vélja numreringen av hornen
for att fa olika delgrupper i Sy, genom (abed) = (1234), (abed) = (1243) eller
(abed) = (1324).

For p = 3 letar vi efter delgrupper av ordning 3 och varje trecykel (abc) genererar
en sadan delgrupp. Det finns atta olika trecykler, men de genererar parvis samma

delgrupp. Alltsa har vi ((123)), ((124)), ((134)) och ((234)).

e). Vi later K vara skérningen av alla p-Sylowdelgrupper i G. Om g ligger i K
ligger g i alla p-Sylowdelgrupper. Om h &r ett godtyckligt element i G far vi att
hgh~! ligger i alla p-Sylowdelgrupper, eftersom konjugering med h permuterar p-
Sylowdelgrupperna. Alltsa ligger hgh~! ocksa i K, vilket visar att K #r en normal
delgrupp i G.

Bed6mningskriterier.
a) Korrekt definition av gruppen av inre automorfier, 1 poing.

b) — Korrekt formulering av struktursatsen, 1 poang
— Korrekt motivering till att grupperna &ar isomorfa, 1 poing

c) — Korrekt forklaring av partitionen av G i konjugatklasser, 1 podng
— Korrekt slutford hérledning av klassekvationen, 1 poing

d) — Korrekt 2-Sylowdelgrupp, 1 poing.

— Korrekt 3-Sylowdelgrupp, 1 poang
e) Korrekt bevis av att skdrningen ar normal, 2 poing.
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a) Definiera vad som menas med ett omrade med unik faktorisering. (1)
b) Lat I och J vara ideal i en kommutativ ring R. Visa att I.J C I N .J, men att
inte nodvéndigtvis I NJ C IJ. (2)

¢) Visa att fraktionskroppen till Z[3v/5] = {a + 3bv/5|a,b € Z} &r
Q[V5] = {a + bV/5la,b € Q}.
(2)

d) Lat R vara en kommutativ ring med etta och lat N vara mangden av nilpotenta
element i R, dvs N = {a € R|a™ =0, n >> 0}. Visa att N &r ett ideal i R och
att kvotringen R/N saknar nilpotenta element. (2)

e) Bestdm samtliga nolldelare i ringen Q[z]/(z* — 1). (2)

a). Ett integritetsomrade R har unik faktorisering om varje nollskilt element som
inte ar inverterbart kan skrivas som en produkt av irreducibla element, dér dessa
irreducibla element ar unikt bestdmda upp till permutation och multiplikation med
inverterbara element. (Ett irreducibelt element &r ett element som inte dr inver-
terbart och som inte gar att skriva som en produkt av tva element som inte &r
inverterbara)

b). Ett element i I.J kan skrivas som a1by + asbs + - - - + a,b, dér ay,as,...,a, € [
och by,by, ..., b, € J. Eftersom I &r ett ideal ligger a;b; i I eftersom a; € I. Pa
samma satt ligger a;b; i J eftersom b; € J. Dérmed ligger varje term i I N J och
alltsa dven summan.

For att fa ett exempel dar I.J ligger strikt innehallet i 7N .J kan vi ta I = (2) och
J =(4) i R =7Z. Produkten av idealen &r I.J = (2)(4) = (8), medan skédrningen &r
INJ=(2)N(4) = (4) eftersom (4) C (2).

c). Vi kan se att Z[3+/5] ér en delring av R genom att se att den #r sluten under
addition och multiplikation:

(a+3bV5) + (c +3dV5) = (a+b) + 3(c+ d)V5

och
(a + 3bV5) - (c + 3dV5) = (ac + 5bd) + 3(ad + be) V5.

Det ir klart att alla element i Q[+v/5] maste ligga i en kropp som innehaller Z[3+/5]
eftersom 1 och 3v/5 genererar hela Q[v/5] som vektorrum 6ver Q.

Alltsa réicker det att visa att Q[v/5] #r en kropp. Vi vet redan att det &r en
kommutativ ring med etta eftersom det &r en delring av de reella talen. Det racker
darfor att visa att nollskilda element &r inverterbara

a—bvb
a? — 5b?

som ligger i Q[v/5]. Observera att a® —5b? inte kan vara noll om a och b ir rationella
tal pa grund av att vi har unik faktorisering i Z och 5 ar ett irreducibelt element.

(a+bV5)™! =



d). Vi behover se att N dr en additiv delgrupp, dvs att (e —b) € N om a,b € N.
Givet a och b1 N finns ett heltal n sa att bade a™ = 0 och " = 0. Darmed har vi

att
2n m
(a—b)*" = g ( ) )akb%_’€ =0

eftersom varje term antingen &r delbar med a™ eller med b™.

Vi behover sedan se att aN C N for alla a i R. Om " = 0 har vi att (ab)” =
a™b™ = 0, vilket visar att ab € N om b € N. Darmed &ar N ett ideal i R.

Om a + N &r ett nolpotent element i R/N sa giller att a” + N = N, dvs att
a" € N, men da ar (a")™ = 0 for nagot m vilket visar att ™ = 0 och a € N.
Alltsa dr 0 det enda nilpotenta elementet i R/N.

e). Vikan faktorisera *—1 som (2%+1)(x+1)(z—1) dér alla faktorer dr irreducibla
eftersom z2 4 1 saknar nollstéllen i Q. Enligt kinesiska restsatsen har vi ddrmed att

Qlz]/(2* = 1) = Qla]/ (2 + 1) x Q[z]/(z + 1) x Qlz]/(z — 1) = Qi) x Q x Q.
Eftersom alla tre faktorer &r kroppar ar nolldelarna precis de element som &r noll
i nagon av faktorerna, vilket betyder element i Q[z]/(z* — 1) som #r delbara med
nagon av faktorerna (z + 1), (z + 1) eller (z — 1), dvs polynom p(x) som har
nollstéllen i nagon av punkterna 1,7, —1, —i, men inte i alla.

Bed6mningskriterier.
a) Korrekt definition av omrade med unik faktorisering, 1 poéng.

b) — Korrekt bevis av att IJ C I NJ, 1 podng
— Korrekt exempel pa nédr IJ # I NJ, 1 poing
c) — Korrekt motivering till att Q[v/5] &r en kropp, 1 po#ng
— Korrekt motivering till varfor Q[v/5] &r fraktionskroppen till Z[3v/5], 1
poang
d) — Korrekt bevis av att N &r ett ideal, 1 poing
— Korrekt bevis av att bara 0 ar nilpotent i /N, 1 poing
e) — Korrekt beskrivning av ringen som en produkt av tre kroppar, 1 poidng

— Korrekt beskrivning av nolldelarna i ringen,1 poang




