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(1) a) Definiera vad som menas med att en grupp G verkar pa en méingd X. (1)
b) Visa att en gruppverkan av en grupp G pa en mingd X &r det samma som en
homomorfi fran G till den symmetriska gruppen S. (2)

c¢) Formulera och bevisa Lagranges sats for dndliga grupper. (2)

d) Ar stabilisatorn av ett element vid en gruppverkan alltid en normal delgrupp?

Ge bevis eller motexempel. (2)

e) Visa att om H och K dr normala delgrupper i G som uppfyller H N K = {e}

och HK = G sa giller att G = H x K. (2)

a). Att G verkar pa X betyder att det finns en funktion ¢ : G x X — X som
uppfyller
(i) e.x =z, for alla element = 1 X.
(ii) g.(h.x) = (g * h).z, for alla element = 1 X och alla element g och hi G.
dér vi skriver g.x for ¢(g, x).

b). Om vi har en gruppverkan far vi f6r varje element g en funktion ¢, : X — X
genom ¢4(z) = g.x. Eftersom varje element ¢ i G har en invers ¢! kan vi med Ii)
och (ii) fa att

r=cx=(gxg ")a=g(9"2) = dy(¢,-1(x)),

for alla x € X, vilket visar att ¢, dr inverterbar med invers g~'. Alltsa &r ¢, ett
element 1 Sx och vi har en funktion

(I)ZG—>SX

som ges av ®(g) = ¢, for g € G. Det aterstar att visa att ¢ &r en homomorfi. Vi
anvénder oss nu av (ii) vilket ger att

(I)(g * h) = ¢g*h = ¢g o ¢h
eftersom
Ggan(T) = (g x h).x = g.(h.7) = dy(dn(z))

for alla z € X.
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Vi har nu visat att en gruppverkan av G pa X ger upphov till en homomorfi.
Omvint kan vi for en homomorfi  : G — Sx definiera g.x = ®(g)(z) for alla
(9,2) 1 G x X, vilket dr en gruppverkan eftersom

(i) e.x = ®(e)(z) = Id(z) = x, eftersom en homomorfi tar e till enheten Id i Sy,
(i) g.(h.x) = D(g)(@(h)(2)) = (®(g) 0 B(h))(x) = D(g * h)(x) = (g * h).z.

Alltsa har vi en bijektion mellan méngden av verkningar av G pa X och méngden

av homomorfier fran G till Sy.

c). Lagranges sats siger att ordningen av en delgrupp H i en dndlig grupp G delar
gruppens ordning.

For att bevisa satsen ser vi pa sidoklasserna till H i G, dvs {gH |g € G'}. Eftersom
gH = ¢'H #r detsamma som att H = g '¢’H, sa ar de tva sidoklasserna lika om
och endast om g~'¢’ € H. Detta innebir en ekvivalensrelation pa G som delas in i
disjunkta ekvivalensklasser. Dessa ekvivalensklasser &r lika med sidoklasserna och
varje sidoklass innehaller precis |H| element eftersom vi har en bijektion

H— gH
genom multiplikation med g till vinster. Eftersom alla sidoklasser har |H| element

och deras union &r hela G far vi att |G| = n|H| for nagot heltal n.

d). Om H ér stabilisatorn till  vid verkan av G pa X har vi att
H={heGlhax=ux}
och for ett element g i G har vi att
gHg " = {ghg™'|h.x =z}

Om detta skulle vara lika med H skulle vi ha att ghg~t.oz = x foér alla h som
uppfyller h.z = x. Genom att verka med ¢g~! i biigge led far vi

hg ta=g'la = h(gta)=g" 2

dvs h stabiliserar ocksa ¢g~'.z. Vi kan alltsa hitta motexempel om vi kan hitta ett h
som bara fixerar ett element x, och dér detta element inte fixeras av alla element i
gruppen. Tag exempelvis h = (12) 1 S5. Detta element fixerar endast 3 nér Sz verkar
pa {1,2,3}. Diaremot fixeras inte 3 av ovriga element i S3. Stabilisatorn till 3 &r
{(12)) som inte dr en normal delgrupp i S3, da exempelvis (23)71((12))(23) = ((13)).

e). Eftersom H och K #r normala kan vi bilda kvoterna G/H och G/K. Vi kan
ocksa definiera en avbildning

.G — (G/H) x (G/K)
genom ®(g) = (gH, gK). Detta ar en homomorfi av grupper eftersom
D(g192) = (9192H, 9192 K) = (91 H g2 H, 1 K g2 K) = ©(91)P(92)

da H och K ar normala.
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Kérnan till ® ges av de g som uppfyller gH = H och gK = K, dvs de element i G
som ligger i bade H och K. Alltsa &r ker ® = HN K = {e} och enligt isomorfisatsen
har vi att

im® =G/ ker® = G/{e} =G.
Eftersom ® &r injektiv ger den en isomorfi mellan H och bilden av H i G/H x G/ K.
Denna ligger helt i den andra faktorn eftersom H gar pa identiteten in G/H. Pa
samma satt far vi att K &r isomorf med en delgrupp i G/H. Det aterstar att visa
att @ #r surjektiv, eftersom detta leder till att H = G/K och K = G/H. For att
visa detta behover vi anvinda oss av att G = HK, dvs att varje element i G kan
skrivas som hk for nagot element h i H och nagot element ki K.

Tag nu ett element (g1H, g2K) i (G/H) x (G/K). Vi skriver g = hik; och
go = hgkg och far

(ng, ggK) - (hlle, thQK) == (thkl, th) - (thkl, hgle) == (hgk'lH, hgle) == (I)(hgk'l)
dér vi har anvant att Hg = gH for alla element g i G och att hH = H och kK =k

for alla h i H och ki K. Darmed har vi visat att ® ar surjektiv, och dérmed foljer
att G = H x K.

Bed6mningskriterier.
a) Korrekt definition av gruppverkan, 1 poéng.

b) — Korrekt bevis av att en gruppverkan ger en homomorfi, 1 poéng.
— Korrekt bevis av att en homomorfi ger en gruppverkan, 1 poéng.
c) — Korrekt formulering av Lagranges sats, 1 poang.

— Korrekt bevis for Lagranges sats, 1 poang.
d) Korrekt motexempel mot att stabilisatorn dr normal, 2 poing.
e) — Korrekt konstruktion av homomorfin ¢, 1 poang.

— Korrekt slutfort bevis av pastaendet, 1 poing.




a) Definiera vad som menas med en p-Sylowdelgrupp. (1)

b) Bestdm antalet 11-Sylowdelgrupper i en grupp av ordning 715. (2)
¢) Formulera Cauchys sats for dndliga grupper och bevisa den i specialfallet da

gruppen &r abelsk. (2)
d) Bestam antalet abelska grupper av ordning 60. (2)

e) Lat G vara gruppen av inverterbara dvertrianguldra matriser med koefficienter
i Zs. Bestam antalet element i G som &r konjugerade med

(2)

a). For varje primtal p som delar ordningen av en dndlig grupp G &r en p-Sylowdelgrupp
i G en delgrupp av ordning p™ dér |G|/p™ inte ar delbart med p, dvs p™ &r den
hogsta potens av p som delar |G|.

b). Antalet 11-Sylowdelgrupper skall vara kongruent med 1modulo 11 enligt Sylows
sats. Vidare skall antalet vara en delare i 715/11 = 65. Eftersom delarna i 65 &r 1,
5, 13 och 65 och bara 1 dr kongruent med 1 modulo 11 maste det finnas bara en
enda 11-Sylowdelgrupp.

c). Cauchys sats for dndliga grupper sidger att en dndlig grupp har ett element av
ordning p for varje primtal p som delar gruppens ordning.

Fixera primtalet p. Satsen ar sann for cykliska grupper eftersom dessa innehaller
element av ordning d for varje delare d av gruppens ordning. Antag att A &r den
minsta abelska grupp som inte har nagot element av ordning p trots att p delar |A].
Da finns inget element i A som har ordning som &r delbar med p. Om tar kvoten av
A med en cyklisk delgrupp far vi darmed en grupp av ordning som &ar delbar med
p. Enligt antagandet om minimaliteten hos A finns ett element, ¥, av ordning p i
A/(z). Det betyder att y +y + - - - + y = kx for magot heltal k. Om z har ordning
n sa far vi nu att pny = 0, vilket innebér att y har ordning som &ar delbar med p
om inte ny = 0. Eftersom p inte delar n sa finns a och b sa att ap + bn = 1, vilket
innebér att

5= (ap+ bn)j = a(pg) + b(ng) = 0.
Alltsa kan inte ny = 0 och vi far att y har en ordning som &r delbar med p, varfor
det finns ett element av ordning p i A. Detta dr en motsédgelse mot antagandet om
A, vilket bevisar satsen.

d). Vivet enligt struktursatsen for dndliga abelska grupper att alla abelska grupper
ar produkter av cykliska grupper. Vi kan dessutom dela upp en abelsk grupp som
en produkt av cykliska grupper av primtalspotensordning. Vi faktoriserar 60 och
far 60 = 2 -2 -3 -5, vilket innebér att en abelsk grupp av ordning 60 kan skrivas
som

CgXCQXCgXCg,



SO DN OO NN O ON

eller
04 X 03 X 05

och dessa bada grupper &r inte isomorfa. Alltsa finns tva abelska grupper av ordning
60.

e). Vi beriknar forst antalet element i G. Elementen pa diagonalen kan viljas pa
23 sdtt sa att matrisen blir inverterbar medan de 6vriga tre elementen kan viljas
godtyckligt, dvs pa 33 sitt. Alltsa bestar G av 63 = 216 element. For att se hur
manga av dessa som ar konjugerade med den givna matrisen kan vi ocksa se pa
centralisatorn eftersom konjugatklassen innehaller |G|/|Cq(A)| element. Vi skriver

upp vilka ekvationer som behover gilla for att an matris i G skall kommutera med
A och far

Tr1 T I3 210 2 10 Tr1 T I3
0 Ty4 T 011 = 011 0 Tyg Is
0 0 x6 0 01 0 01 0 0 x
dvs
21‘1 T1+To To+ X3 21‘1 2.%2 + x4 2.%3 + x5
0 Ty Ty + T5 = 0 Ty Ts + Tg
0 0 Tg 0 0 Te
Alltsa far vi
T, +2x4 +2x4 =0
i) +2.CE3 +2.CE5 =0
T4 +2z¢ =0

Vi kan vilja x3 och xsgodtyckligt och xg # 0, vilket ger 3 - 3 -2 = 18 mojligheter.
Sedan kommer en tredjedel av losningarna att ha z; = 0 och vi far ddrmed 12
matriser i G som kommuterar med A. Alltsa finns 216/12 = 18 matriser som &r
konjugerade med A.

For att kunna kontrollera eventuella andra losningsmetoder kommer hér en lista
pa dessa arton matriser.

2 0 210 211 2.0 0 2 10 2 2 1
12, o122, {o12], o12], [o11], (01 2],
0 1 00 1 001 001 00 1 00 1
2 2 2 2 0 2.0 0 2 1 1 2 1 2 2 0 2
1 1), o1 1), o1 1], [o11], [o11], (01 2],
0 1 00 1 001 001 00 1 00 1
0 1 2 2 1 2 1 2 2 0 2 2 2 2 2 0 1
1 1), o1 1), {o12], [o11], [o12], (012
0 1 00 1 00 1 00 1 00 1 00 1




Bed6mningskriterier.
a) Korrekt definition av Sylowdelgrupp, 1 poing.
b) — Korrekt krav pa antalet Sylowdelgrupper, 1 poiang
— Korrekt antal Sylowdelgrupper, 1 poing
c) — Korrekt formulering av Cauchys sats, 1 poing
— Korrekt bevis av Cauchys sats, 1 poing
d) — Korrekt anvéndning av struktursatsen for dndliga abelska grupper, 1
poang
— Korrekt motiverad slutsats om antalet abelska grupper av ordning 60, 1
poang
e) — Korrekt anvining av relation mellan centralisator och element i konju-
gatklassen, 1 poang
— Korrekt motiverat antal element i konjugatklassen, 1 poang
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a) Definiera vad som menas med ett maximalideal i en ring. (1)

b) Visa att k[z]/(f(z)) &r en kropp om f(x) &r ett irreducibelt polynom och k &r
en kropp. (2)

c) Lat R vara en kommutativ ring. Visa att [ = J -, I, &r ett ideal i R om
I, C I, CI3C--- ér en kedja av ideal i R. (2)

d) Lat k vara en kropp och antag att apa, # 0. Visa att ag + a1 + - - - + a,2™ &r
irreducibelt i k[z] om och endast om a,, + a,_1 + - - - 4+ apa™ &r irreducibelt.
(2)

e) Vilka polynom f(x) i R[z] dr sadana att
Rz]/(f(z)) =R x C

som ringar? (2)

a). Ett maximalideal I i en ring R &r ett #kta ideal som inte &r innehallet i nagot
annat dkta ideal.

b). For varje polynom g(z) i k[z] giller antingen att f(x) delar g(x) eller att f(z)
och g(z) saknar gemensamma delare, dvs att 1 &dr den storsta gemensamma delaren.
Detta innebér att vi kan anvinda euklides algoritm for att fa fram polynom \(x)
och pu(x) sa att

1= AMa)g(z) + p(x) f(x)

vilket innebér att A(z)g(x) = 11 k[z]/(f(x)). Alltsa har vi visat att alla nollskilda
element i k[x]/(f(z)) ar inverterbara, dvs att k[x]/(f(z)) &r en kropp. (Observera
att vi behover att k &dr en kropp for att kunna anvénda euklides algoritm. Annars
kan vi bara dela med polynom med inverterbar ledande koefficient.)

c). Forst visar vi att [ ar slutet under addition. Om a € I och b € I sa finns heltal
m och n sadana att a € I, och b € I,,. Om ¢ = max{m,n} sa har vi att a,b € I,
och eftersom I, ér ett ideal géller att a +b € I, € I.

Vi ser nu pa multiplikation av a € I med ett element b € R. Vi har att a € I,,,for
nagot m och eftersom I, ar ett ideal géller att ab € I,,, C I.

Pastaendet &r sant dven utan antagandet om att R dr kommutativ.

d). Vi kan skriva f(z) = ag +a1x + -+ -+ a,2™ och g(x) = ap + ap_12 + - - - + apz”
och far att

f(x) = z"g(1/x).
Om g(z) = h(z)l(x) dir h(x) har grad 0 < m < n sa far vi
flz) =a"h(1/z)e(1/z) = 2™h(1/x) - 2" (1 /x)

vilket &r en faktorisering av f(z) i tva icke-konstanta polynom. Alltsa ar f(z)
irreducibelt om och endast om g(z) &r irreducibelt.



e). Vi kan skriva f(x) som en produkt av irreducibla faktorer. De irreducibla fak-
torerna kan ha grad 1 eller 2 pa grund av algebrans fundamentalsats. Om vi skriver
f(z) = pr(z)"pa(z)™ - - - pp(x)™™ dér p;(x) ar polynom av grad ett eller tva som
saknar gemensamma delare far vi enligt kinesiska restsatsen att

R(z]/(f(z)) = Rlz]/(p1(2)™) x Rlz]/(p2(2)"™) x - x R[z]/(pm(2)"™).
Eftersom R[z]/(f(z)) har dimension n som vektorrum éver R om f(z) har grad n
ser vi att f(x) maste ha grad tre for att kvoten ska vara isomorf med R x C. Om
f(z) har nagon upprepad faktor skulle finnas nilpotenta element, vilket saknas i
R x C. Om f(z) har tre olika linjéra faktorer blir kvoten isomorf med R x R x R.
Alltsa maste f(z) = g(x)h(x) dir g(x) &r en linjar faktor och h(z) ett irreducibelt
polynom. Déarmed kan vi skriva

fz) = a(z = b)((x — ¢)* + &)

dar a, b, c och d &r reella tal.

Att R[z]/(h(z)) = C for alla irreducibla andragradspolynom h(z) ser man ge-
nom att R[z]/(f(z)) &r en kropp som innehaller R och ett komplext icke-reellt tal
a. Da kan varje annat komplext tal skrivas som A+ pa dér A och p ar reella. Alltsa

innehaller R[z]/(h(z)) C som en delkropp och pa grund av att vektorrumsdimen-
sionen over R &r tva maste det vara likhet.

Bed6mningskriterier.
a) Korrekt definition av maximalideal, 1 poéng.

b) — Korrekt anvindning av euklides algoritm, 1 poang
— Korrekt slutfort bevis av att ringen ar en kropp, 1 poang

c) — Korrekt hantering av att I &r slutet under addition, 1 poing
— Korrekt slutfort bevis av att I &r ett ideal, 1 poing

d) — Korrekt relation mellan de bada polynomen, 1 poing
— Korrekt slutfort bevis av pastaendet, 1 poing

e) — Korrekt anvindning av kinesiska restsatsen, 1 poang

— Korrekt slutsats om vilka polynom som uppfyller kravet, 1 poang




