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1)

a) Definiera vad som menas med centralisatorn till ethelgg i en gruppG. (2)
b) Visa att omH ar en normal delgrupp i en grugp sa finns det en naturlig surjektiv
homomorfiG — G/ H vars karna ari. (2)

c) Fylliresterande element i grupptabellen

*|lu v w xr Yy z
u | w v
v X
w w
r | Uu
Yy Uu
z )
och motivera noggrant. (2)
d) Ge ett exempel dar den symmetriska grupggrverkar pa en mangd sa att den
alternerande gruppes,, ar stabilisatorn for nagot elemeni X . (2)
e) Visa att gruppeli? maste vara abelsk o/ Z(G) ar cyklisk. (2)

a). CentralisatornC(g), till ett elementy i G ges av
Ce(g) = {9 € Glhg = gh, Vh e G},
dvs delmangden av alla elemtentii som kommuterar meg. Vi kan ocksa skriva
hgh=! = g istallet forhg = gh.
b). Vi kan definierad : G — G /H genom
d(g) = gH, Vg € G.
Detta ar en homomorfi eftersom
®(gh) = ghH = ghHH = gHhH = ®(g)®(h), Vg, h € G,

eftersomH ar normal och darmefdlH = Hh, for allah € G. Homomorfin ar surjektiv
per definition, och karnan ges av

ker® ={geGgH=H}={geGlge H} = H,
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vilket skulle visas.

c). Till att borja med kan vi identifiera identitetselementetgenom att se atbx = w,
vilket innebar attr = e, efter multiplikation till vanster medy—!. Alltsa kan vi fylla i
raden och kolonnen som hor titl= ¢ och far da

x|lu v w xr Y 2
u | w u v
v T v

w w
rlu v w x Yy 2
Y Y u
z Yy oz

Eftersom gruppens ordning &y vet vi att elementens ordning kan vdre, 3 eller6 och
eftersomu? = w # e, masteu ha ordning tre eller sex.

Om ordningen aw ar sex ar gruppen cyklisk och det finns bara ett elementémwiong
tvd som darmed maste vard = v. Darmed masteg och z varau* ochu® i nagon
ordning, men vi har atjz = v, enligt tabellen vilket motsager aft = u*u® = u® = u?.
Alltsa kan inte ordningen av vara sex.

Vi vet nu attu har ordning tre och vi fatw = wu = e. Darmed ar ocks@& ordning
tre ochw? = w=! = u. Nar vi fyller i detta far vi

x|lu v w T Yy z
u | w r u v
v x v
w| uw
rlu v w xr Yy z
Y Y u
z y z

| forsta raden fattas bara och z. Eftersomz redan finns med i sista kolonnen maste

wv = z ochuz = y. P4 samma satt fattgsoch z i tredje kolonnen, och vi favw = =
ochyw = v. Vi har nu fatt

x|lu v w o Yy z
ulw z xr u v
v T zZ v

w T uow
rTlu v w xr Yy z
Yy vy

z y oz

| tre av raderna saknas nu tre element, men vi kan i alla therfddara satta dem pa ett
satt sa att inte ett element forekommer tva ganger i@arkn. Nar vi val gjort detta blir



den sista raden given. Resultatet blir:

x |lu v w xr Yy 2
ulw z o x u vy
viy T z v u w
wlr Yy u w z v
rlu v w xr Yy 2
ylz w v y x u
zlv u Yy z w x

Vi skulle ocksa ha kunnat anvanda oss av kunskapen attadatfinns en icke-cyklisk
grupp av ordnings upp till isomorfi, S5, for att forenkla rakningarna nagot. Efter att ha
identifieratu ochw som element av ordning} vet vi attv, y och  maste vara transposi-
tionerna.

d). | och med att4,, har index tva iS,, maste banan till ett element som har stabilisator
A, innehalla tva element. Vi kan lika garna ersaifamed denna bana och ser da att
vi kan valja en mangdl med tva element4,, fixerar nu det ena elementet, men da
maste aven det andra elementet fixeras. De udda perrmeati ska inte fixera nagot
av elementen. Vi ser att vi kan lafd vara{+1} och lataS,, verka genom multiplikation
med tecknet pa permutationen

0.x = Sgm -z, x e {£1}

Ett annat satt som fungerar i allmanhet for en delgriipieen gruppG ar att lata; verka
pa vanstersidoklasserna till, dvs
g.hH = (gh)H.

Da fixeras sidoklasseW = eH precis avH, eftersomgH = H om och endast om
g € H. Alltsa kan vi 1ataS,, verka paX = S, /A, pa detta satt och fa stabilisator,
till den triviala sidoklassen.

e). OmG/Z(@Q) ar cyklisk kan den genereras av ett enda elementg &4¢'). Vi far da
att

G/Z(G) = (9Z(G)) ={g'Z(G)li € Z}.

Eftersom unionen av sidoklasserna #l(G) ar helaG betyder det att alla element kan
skrivas som

g'z, i€,z € Z(G),
men tva godtyckliga sadana element kommuterar med veaaftbrsom
(9'2)(g2) = g'g’ 22 = g’g'2'2 = (¢ 2)(9'2),
dar vi anvant atyi¢g’ = ¢'* = ¢g7¢’ och attz, 2’ € Z(G). Alltsd arG abelsk och i sjalva
verket arZ(G) = G ochG/Z(G) = {e}.




Bedomningskriterier.
a) Korrekt definition av centralisatorfh,poang.

b) — Korrekt konstruktion av homomorfin inklusive kontroll agtchr en homomor-
fi, 1 poang
— Korrekt motivering till att karnan af/, 1 poang
c) - Korrekt ifylld tabell,1 poang
— Korrekt utforlig motivering till tabellenl poang
d) - Korrekt exempell poang
— Korrekt motivering till att stabilisatorn af,,, 1 poang
e) — Korrekt slutsats om att det finns gt G sa att elementend kan skrivas;z,

fori e Z,z € Z(G), 1 poang
— Korrekt slutford motivering till ati ar abelskl poang
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(2) a) Definiera vad som menas medegrupp. (1)
b) Latp vara ett primtal. Anvand klassekvationen for att visacaitret i enp-grupp
inte kan vara trivialt. (2)
c) Lat H och K vara normala delgrupper i en grugp Visa attG;/(H N K) ar abelsk
omG/H ochG/K bada ar abelskal édning: Se pa homomorfit: — (G/H) x
(G/K)). 2)
d) Lat A vara en andlig abelsk grupp ogrett primtal som delar ordningen a¥. Visa
att karnan till homomorfing : A — A, som ges aw(a) = a?, ar p-delgrupp.

(Ledning: Anvand struktursatsen for andliga abelska grupper.) (2)
e) LatG vara symmetrigruppen for en dodekaeder. Det ar kantgtt= 60. Bestam
antalet3- och5-Sylowdelgrupper tillG. (2)

a). Omp ar ett primtal arG enp-grupp om|G| = p™ for nagot heltah > 0.
b). Antag att|G| = p", for nagot positivt heltah. Enligt klassekvationen ar nu

S pn
p" =Gl =12G)+ ) =
; 1Ca(9:)]
dargi, g9, . . ., gs ar representanter for de icke-triviala konjugatklasseDarmed ar alla
dessa termer delbara medliksom vansterledet. Alltsd maste avef( )| vara delbart

medp och vi kan inte haZ(G) = {e}, vilket skulle visas.

). Vi kan definiera en homomorfi
G — (G/H) x (G/K)
genom®(g) = (gH, gK) for allag i G. Karnan till denna homomorfi ges av
ker® ={geGlgH =H,gKk=K}={g9geGlgec Hge K} =HNK.

Enligt forsta isomorfisatsen har vi &t/ (H N K) = im®, men denna maste vara abelsk
omG/H ochG/K ar abelska eftersonm® ar en delgrupp avG/H) x (G/K) som i
sa fall ar abelsk.

d). Enligt struktursatsen for andliga abelska grupper kaskviva A som en produkt av
cykliska grupper:
AZ Zpy X Dy X oo X Ty

Det racker nu att visa pastaendet for en cyklisk grupgrebm karnan tilfp : A — A ar
produkten av karnorna till motsvaranade homomodier 7, — Z,.,i=1,2,...,s.
Eftersom|A| ar delbart meg ar n, delbart medp. Omn; inte ar delbart megh maste
®,; : Z,, — Z,, vara en isomorfi, eftersom det inte kan finnas nagot elemenitcning
pi Z,.Omn; ar delbart meg finns precisp element av ordning ii 7, . Alltsa ar
karnan till® en produkt av cykliska grupper av ordnipgch darmed ep-delgrupp till
A.

Vi kan ocksa argumentera genom &tt= ker ® ar en delgrupp dar alla element upp-
fyller 27 = e. Alltsa kan det inte finnas nagon annan primtalsfaktoparordningen
till B, eftersom det da enligt Cauchys sats skulle finnas elemewtdning ¢, men



xP = x1 = e innebar attr = e, omp och ¢ ar olika primtal. Det racker nu att se att
Cauchys sats sager d#t inte kan vara trivial, eftersom det finns minst ett element av
ordningp i A och detta ligger ocksais.

e). Antalet 3-Sylowdelgrupper ska vara kongruent mediodulo3 och en delare 20.
For varje par av motstaende horn i dodekaedern finnsioot av ordning tre som be-
varar dodekaedern. Det innebar att det finns minsst8ylowdelgrupper, eftersom an-
talet horn a0, men det finns inga storre delarg( som ar kongruenta meidmodulo3.
Alltsa finns precis tig3-Sylowdelgrupper .

Antalet 5-Sylowdelgrupper ska vara kongruent mednodulo5 och en delare i2.
Darmed kan det antingen varaller 6. For varje par av motstaende sidor finns rotationer
av ordning fem som bevarar dodekaedern. Darmed finns méxsi-Sylowdelgrupper.
Alltsa finns precis se%-Sylowdelgrupper G.

Bedomningskriterier.
a) Korrekt definition ayp-grupp,1 poang.

b)  — Korrekt formulerad klassekvatiof,poang
— Korrekt motivering till attp delat| Z(G)|, 1 poang
C) — Korrekt motivering till att karnan till homomorfin & N K, 1 poang
— Korrekt slutfort bevis av att gruppen ar abeldkpoang
d) — Korrekt motivering till att karnan ar cyklisk av ordning for varje cyklisk

faktor, 1 poang
— Korrekt slutfort bevis av att karnan ar erdelgrupp,1 poang
e) — Korrekt motiverat antab-Sylowdelgrupperl poang
— Korrekt motiverat antab-Sylowdelgrupperl poang
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(3) a) Definiera vad som menas med en skevkropp (divisiogkrin (1)
b) Visa att en homomorfi fran en kropp till en ring antingenrgektiv eller trivial, dvs

noll for alla element. (2)
c) Lat R vara en kommutativ ring med etta. Visa att ett idéalR ar ett akta ideal om

och endast om inte liggeri/. (2)
d) SkrivZ[i]/(1 + 11i) som en produkt av kroppar. (2)
e) LatG vara en cyklisk grupp av ordningoch latk vara en kropp. Visa att grupprin-

genk[G] ar isomorf meds[z]/(z" — 1). 2)

a). En skevkropp ar en ring med etta dar varje element utomanotiverterbart.

b). Lat ® : k — R vara en homomorfi fran en kropptill en ring R. D& arker ¢ ett
ideal i k. En homomorfi ar injektiv om och endast om dess karna @atriOm @ inte
ar injektiv finns alltsa ett nollskilt element € ker ®, men eftersonk ar en kropp aw
inverterbart ocha) = (1) = k. Alltd arker ® = k och® ar konstant noll, dvs trivial.

c). Om [ ar ett akta ideal kan inté ligga i I eftersom vi da hat O (1) = R, vilket
motsager atf ar akta. Oml inte ligger i/ sa ar/ # R och darmed af ett akta ideal.

d). De Gaussiska heltalen ar ett omrade med unik faktorigesth vi kan faktorisera
1 + 11i i irreducibla faktorer. Genom att titta pa norméf(1 + 114) = 12 + 112 =
122 = 2 - 61. Eftersom bade och61 ar primtal ar den enda mojligheten till att+ 114
inte ar irreducibelt att det ar en produkt av tva irrechlaielement med norra och61.
Det finns fyra Gaussiska heltal med nozpoch dessa skiljer bara genom multiplikation
med enheter{l + i), —1 + ¢, —1 — i och1 — i. Det racker darmed att se o+ 117 ar
delbart medl. + . Vi provar och ser att + 11; = (1 +4)(6 + 57). Eftersom detta ar en
faktorisering avl + 11: i irreducibla faktorer far vi enligt kinesiska restsatsah

Z[i)/(1 + 11i) Z Z[i) /(1 +14) x Z[i]/(6 + 5i)

dar faktorerna ar kroppar eftersom i och6 + 5i ar irreducibla elementZ]i]. (Vi kan
ocksa se at¥.[i] /(1 + i) = Z, ochZ[i]/(6 + 5i) = Zg, exempelvis genom att rakna
antalet element i kvoterna. Darmed far vi a&ft] /(1 + 114) = Zy X Zg;.)

e). OmG = (g) sa kan vi skrivaG = {¢°, ¢, ..., 9" '}. Elementen i gruppringeh[G]
ar darmed linjarkombinationer

apgd’ + arg' + -+ an_19""

darag, a, ..., a,_1 arelementk. Vi ser att dessa ser ut som polynom och det ar naturligt
att se om det gar att definiera en ringhomomorfi

d : kz] — k[G]
genom

O(ag+ a1z + -+ apz™) =ag+arg+ -+ amg™,



som vi ocksa skulle kunna skrivd(f(x)) = f(g). P& grund av att multiplikationen i
k[G] bygger pa aty’g’ = ¢t/ och att additionen sker termvis far vi att

O(f(x) + h(x)) = f(9) + hlg) = (f(x)) + ©(h(x))
och
O(f(x) - h(z)) = f(g) - h(g) = ®(f(x)) - D(h(x)),
for polynomf(z), h(x) € k[z], dvs® ar en homomorfi.

For att se attc[G] = k[z]/(z™ — 1) racker det nu enligt isomorfisatsen att se&tt
ar surjektiv med karngz™ — 1). Pa grund av utseendet av elementéifi] ovan ser vi
att d ar surjektiv och att det inte kan finnas nagot polynom awdégre an» i karnan.
Daremot ser vi attb(z") = g" = 1, dvs®(z" — 1) = 0. Alltsd maste(z" — 1) vara
generatorn tilker ®. (Ett ideal i en polynomring i en variabel 6ver en kropp genas av
polynomet av lagsta grad i idealet.)

Bedomningskriterier.
a) Korrekt definition av skevkropg, poang.
b) — Korrekt motivering till att karnan ar icke-trivial om hasmorfin inte ar injek-
tiv, 1 poang
— Korrekt motivering till att homomorfin ar trivial om karmannehaller ett noll-
skilt element1 poang

C) — Korrekt bevis for att ett akta ideal inte innehaller atth poang
— Korrekt bevis for att ett ideal som inte innehaller ettéta,1 poang
d) — Korrekt faktorisering av + 114, 1 poang

— Korrekt anvandning av kinesiska restsatsen for att skrikgen som en pro-
dukt av kropparl poang
e) - Korrekt motiverad homomorfi[x] — k[G], 1 poang
— Korrekt motivering till att karnan &rz™ — 1) och att detta leder till den dnskade
isomorfin,1 poang




