KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2009-12-18, kl. 08.00-13.00.
SF1602 Diffint (envariabel), for F.

Hjélpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For att tillgodordkna sig resultat fran denna del kravs kravs minst 5 av 6 moduler godkénda fran
Del 1. For betyg A krivs 28 poédng, for betyg B krivs 20 podng, och for betyg C krivs 12 poéng.
Losningarna skall motiveras vl!

LOSNINGSFORSLAG TENTAMENSSKRIVNING: DEL 2

11. Ien keramikverkstad anvinds en brannugn for att bréanna leran. Temperaturen i brénn-
ugnen dr 1000 grader Celsius. Lufttemperaturen i rummet &r ca 25 grader Celsius. Efter
att ha tagit ut ett kérl ur ugnen observerar man att efter 2 minuter har temperaturen
fallit till 425 grader. Hur lang tid tar det tills man kan ta kérlet med hianderna, om
vi antar att man kan std ut med att halla det om temperaturen &r nere i 55 grader
Celsius. Vi forutsitter Newtons avkylningslag [som séiger att avkylningshastigheten #r
proportionell mot temperaturskillnaden]. (5)

Lat T = T(t) beteckna temperaturen pa kiirlet, och ¢ tiden efter att kirlet togs ut.
Vi har dédrvid T(0) = 1000, samt T'(2) = 425. Newtons avkylningslag ger differential-
ekvationen

T'(t) = —k(T(t) — 25),

med 16sning
T(t) =25+ Ce k.

Harvid maste

1. 975
= k=—-In——1.
C =975, 5 n 100
Vi ska finna den tidpunkt ¢ da T'(t) = 55, dvs
1. C In 272
t=>"Iln— =2—"-23% ~ 3.9 min.
k30 o

12. Berikna arean av den trattyta som bildas da kurvan
Yy = mg, 0<z <3,

roteras i rummet runt z-axeln. (5)

Arean ges hir av formeln

3 3 3
271'/ y(x)v1+ (¥ (2))%dxe = 277/ 23/ 1+ 9ztdx = 277{5%1(1 + 9304)3/2}0
0 0

sa svaret blir

57 (7307 = 1).

V.g. vind!



13.

14.

15.

Rita i stora drag grafen till funktionen
f(z) = sin(z?).

Bestam dérefter Maclaurinutvecklingen av funktionen. Berdkna slutligen med hjilp av
denna f(™(0). (5)

Funktionen f(z) dr jamn, och foér stora 2 kommer “perioderna” allt titare. Av praktiska
skél ritar vi ingen graf hiar. Maclaurinutvecklingen blir

.’176 .’1310 1‘14
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Héarur foljer att
f™0)=0, n=0,1,3,4,5778,911,12,13,15,...,

samt att

(0 n! 2,10,18, 26
f ()_Wa n=az, ) ) R

medan

n!
f(”)(()):—m, n==6,14,22,....

Betrakta kurvan i planet med parameterframstéllningen
(cost,sin(2t)), 0<t< 2.

Rita kurvan i stora drag. Bestdm dérefter det maximala avstandet till origo (0,0) for
en punkt pa kurvan. (5)

Kurvan bildar en s k lissajou-figur, i detta fall en liggande atta som passerar genom
origo som mitt for attan. Om vi sétter x = cost blir sin(2t) = +22v/1 — 22, och vi vill
maximera kvadratroten ur uttrycket (Pythagoras’ sats!)

cos? t +sin?(2t) = 2% + 422 (1 — 2?) = 52? — 4™

Maximum erhélls da 2 = 5/8, och maximala virdet blir 25/16. Vi skulle ha kvadra-
troten ur detta, dvs 5/4 blir maximala avstandet.

Los foljande differentialekvation fullstandigt:

y”—2y’+y=$2.




16.

17.

Enligt karakteristiska ekvationen blir den allmédnna homogena 16sningen
yn = (C1 4 Cox)e”.

En partikularlosning ar
Yp = z? + 4z + 6.

Den allménna 16sningen till differentialekvationen blir darfor

Y =yp+yn = 2>+ 4z + 6+ (Cy + Caz)e”.

Bestim ekvationer for tangent och normal till kurvan 22 + ¢® = 5 i punkten (2,1). (5)

- Implicit

derivering av ekvationen 22 + y3 = 5 ger att 2xdz + 3y?dy = 0. Stoppar vi in punkten
(2,1) blir sambandet 4dz + 3dy = 0. Ekvationen fér tangenten blir hirur

4z —2)+3(y—1)=0.
Ekvationen for normalen blir istéllet

3(z—2)—4(y—1) =0.

Betrakta funktionen f(z) som ges av formeln f(z) = e~/* fér 0 < < 400, och av
formeln f(xz) = 0 for —oo < 2 < 0. Berdkna derivatorna f’'(z) och f”(x) och visa att
dessa dr kontinuerliga 6verallt. Skriv dérefter upp resultatet av Maclaurins formel (dvs
Taylors formel runt z = 0) for n = 1 (linjirapproximation) inklusive restterm. (5)

Den givna funktionen #r platt i z = 0, och man visar att f(")(0) = 0 giller for alla
positiva heltal n, samt att f(") (z) blir kontinuerlig overallt. For att beriikna t ex
£/(0) boér man forlita sig pa derivatans definition! Taylorpolynomet blir nollfunktionen,
och resttermen blir lika med funktionen. Detta &r ett degenererat men synnerligen
intressant fall av Maclaurins formel!



