KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2009-12-18, kl. 08.00-13.00.
SF1602 Diffint (envariabel), for F.

Hjilpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

Foér betyg E kridvs minst 4 av 6 moduler godkidnda (Del 1), och for betyg D kridvs 5 av 6 moduler
(Del 1). For hogre betyg, se Del 2. Losningarna skall motiveras vél!

LOSNINGSFORSLAG TENTAMENSSKRIVNING: DEL 1

1. [MODUL 1] Visa med hjélp av induktion att
14+34+5+...+2n—1)=n?

giiller for alla positiva heltal n (da blir ju den sista termen 2n — 1 udda).

Man bildar pastaendet P(n) att likhet giller fér ett visst n. Direfter konstaterar man
att likhet géller fér n = 1. Det viktigaste steget dr att visa att P(n) medfér P(n + 1),
vilket involverar omskrivningen

143454...+@2n+1) =1434+54+...+2n—1)+2n+1) =n*+(2n+1) = (n+1)2

2. [MODUL 2] Funktionen
f(z) = z /2 e/ 0 <z < +o00,

dyker upp i det fysikaliska studiet av viarmeflode. Bestdm samtliga lokala extrempunk-
ter till funktionen samt skissa kurvan i stora drag.

Funktionens derivata blir

f/(CE) _ _%x—3/2 e—l/w +$_5/2 e—l/:/c7

och man ser att funktionen vixer stringt for 0 < & < 2 och avtar strangt for 2 <
T < 4o00. Punkten x = 2 ar darfér bade ett lokalt och globalt maximum. Vi ser att
f(x) — 0da xz — 0 och dd x — +oo. Funktionen antar aldrig viirdet 0, och har déirfér
inget lokalt eller globalt minimum.

P g a exponentialfunktionens egenskaper kommer f(z) att vara synnerligen néra 0 da
x dr nira 0 (funktionen blir platt). Avtagandet i oindligheten styrs av z~1/2.

Har avstar vi fran att skissa kurvan.

V.g. vind!



[MODUL 3] Bestdm med hjilp av ett ldmpligt variabelbyte alla primitiva funktioner
till funktionen

1
vEs

fz) =

Vi ser att en allmén primitiv funktion blir

F(z) = gln(l—l—xQ/?’)—i—C.

[MODUL 4] Beskriv utsagan i analysens (integralkalkylens) huvudsats. Beskriv sedan
hur denna anvénds for att fa fram instopppningssatsen. Illustrera analysens huvusats
samt instoppningssatsen med klargérande exempel.

Se laroboken, avsnitt 6.4.

[MODUL 5] Vi betraktar kurvan y = 22/2 da 0 < z < 1. Vi later sedan kurvan rotera
(i rummet) kring z-axeln. Bestdm den dérvid uppkomna ytans area.

Eftersom 3’ = z sa blir mantelytan

1.2
271'/ %\/1+12dx.
0

Denna integral gar att berikna med olika metoder, och med BETA till hands &r det
l&tt.

[MODUL 6] Bestdm Maclaurin-polynomet (Taylorutveckling vid origo alltsa) av grad 2
till funktionen f(x) = (27 +x)'/3. Beskriv dven resttermens storlek. Tillimpa detta pa
beriikningen av 28'/2. Hur manga siikra decimaler far vi av Maclaurin-approximationen
av grad 27




Man berdknar att

Fla) =5 QT+2) () =2 QT f) = 2 T+ a)
Vi far harur att
1 2 10
f(0)=3, f(0)= 5 f7(0) = —3 0< () < 3

forutsatt att 0 < 6 < 1. Maclaurins formel ger

F) = F0) + F/(0) + 5 £(0) + 5 £(0)

sa att . .
1/3 _
28/ —3+373_?+R37
dar
b)

Man ser snabbt att 0 < R3 < 1072, vilket visar att vi nédstan har 4 sikra siffror
(atminstone 3 helt sikra).



