Losningar till udda 6vningsuppgifter

Ovning 0.1.
1. BUC =A.
2. BNC =40.

3. DNC = {4,36}.

4. {z€D:xeB}=DnB=1{1,19,101}.

5. {r € A:x=y+1for ndgot y € D} = {2,5,20,37,102}.
6. {z+1:z€eD}={2,5,20,37,102}.

Ovning 0.3. Tag 2 € ((ANC)U(BNC®))° Det betyder att = €  och
z ¢ (ANC)U(BNC®). Alltsa har vi att z ¢ ANC och z ¢ BNC*. Det finns
nu tva mojligheter: z € C och z ¢ C.

I det forsta fallet, det vill siga x € C, maste z ¢ A eftersom om = € A sé skulle
z € ANC vilket dr falskt. Alltsa géller z € A€, vilket tillsammans med z €
C ger att z € A°NC i detta fall. I synnerhet har vi att z € (A°NC)U(B°NC*).

I det andra fallet giller z € C¢ och d& maste x € B€ eftersom om z € B sa
skulle z € BN C° vilket dr falskt. Alltsd giller z € B° N C¢, och i synnerhet
z e (A°NC)u(B°NCe).

I bada fallen géller alltsa z € (A°NCYU(BNC®), och eftersom x var godtycklig
sd visar detta att ((ANC)U(BNC%)° C (A°NCYU(B°NC).

Omvint, tag z € (A°NC)U(B°NC®). Da giller z € A°NC eller z € B°NC*
(eller bada). Vi har alltsa dessa tva fall.

I det forsta fallet, det vill siga z € A°NC, har vi att z ¢ A och z ¢ C°.
I synnerhet har vi att z ¢ AN C (eftersom z ¢ A) och att z ¢ BN C*

(eftersom = ¢ C°). Alltsa tillhér @ varken AN C eller BN C*, vilket betyder
att z € ((ANC)U (BNC))".

I det andra fallet, det vill siga x € B°NC* har vi att z ¢ B och att ¢ C. Det
foljer att © ¢ ANC och att z ¢ BN C. Alltsa giller v ¢ (ANC)U (BN CY),
vilket betyder att z € (AN C)U (BN C))".

I bida fallen har det alltsa visats att z € ((ANC)U (BNC))* och eftersom
z var godtycklig visar detta att (A°NC)U(B*NC®) C ((ANC) U (BN C9))".

Vi har alltsa visat att (ANC)U (BN C%))° C (ANC)U(BNC*) och att (AN
CYU(B*NC®) C ((ANC)U (BN C*))° och ddrmed att (ANC)U (BN C))* =
(A°nNC)uU (BN Co).

Ovning 1.1.
1. ¢ =2, r =06 eftersom 32 = 13 -2 + 6.
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2. q=—4, 7 =4 eftersom —24=7-(—4) +4.
3. ¢ =176, r = 2 eftersom 1762 = 10 - 176 + 2.
4. ¢ =0, r = 10 eftersom 10 = 1762 - 0 + 10.
5. ¢ = —2, =0 eftersom —70 = 35 (—2) + 0.
Ovning 1.3. Vi har att
O=a—-a=(b-q+7)—(b-q+7)=7r—"7.
Att r—7 = 0 medfor att r = 7 (eftersom r = r+(F—F) = (r—7)+7 = 0+7 = 7).

Ovning 1.5.

1. L&t a vara ett godtyckligt heltal. Vi har att a = a-1, vilket per definition
betyder att a | a.

2. Antag att a | b och b | c. Per definition finns da heltal g1 och g2 sédana
attb=a-q ochc="b-qo. Nuharviatt c=b-¢g2 = (a-q1) ' q2 = a- q192,
vilket per definition betyder att a | ¢, eftersom g1g2 &r ett heltal.

3. Vi ska alltsd visa att det finns heltal a och b sddana att a | b men b1 a.
Lat @ = 1 och b = 2. D4 giller uppenbarligen detta.

Ovning 2.1. Per definition giller d € D(a) och d € D(b). Alltsd har vi d €
D(a)ND(b). Det aterstar att visa att d dr en dvre begrénsning for D(a)ND(b).
Tag z € D(a)ND(b). Enligt uppgiftslydelsen géller z | d. Allts finns ett heltal
q sddant att d = z - ¢. Eftersom bade d > 0 och z > 0 s8 maste ¢ > 0.1 och
med att g dr ett heltal foljer det att ¢ > 1. Nu géller

d=z-gz2zz- 1=

Alltsd har vi att d > z, for alla z € D(a) N D(b), vilket betyder att d dr en
ovre begrinsning for D(a) N D(b). Saken &r klar.

Ovning 2.3. Vi har att

139 =117-1 4 22
117= 22.547
2= T7-34+1

Anvénd dessa utrdkningar bakldnges och fa

1=22-7-3
=922 (117-22-5)-3=—117-3+22-16
— 1173+ (139 —117-1) - 16 = 139 - 16 — 117 - 19.

Alltsd dr z = 16 och y = —19.
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Ovning 3.1. Vi har att

12=12.2.3,
26 =2 - 13,
55=5-11,
98=2-7-7,
150=2-3-5-5,
210=2-3-5-7,
315=3-3-5-7,
455 =5-7-13.

Ovning 3.3. Sitt d = sgd (a,p). DA &r d en delare till bAde a och p. Eftersom
d > 0 ar en delare till p och eftersom p &r ett primtal s4 méste antingen d =1
eller d = p. I det forsta fallet géller sgd (a,p) = d = 1. I det andra fallet noterar
vi att eftersom d dr en delare till a och d = p sé géller p | a.

Ovning 4.1. Vi gér igenom var och en av punkterna i tur och ordning. Vi
sitter genomgéende z = a + bi, w = ¢+ di och v = e + fi.

1.

Enligt definitionen fér vi z 4+ w = a 4+ ¢+ (b + d)i och eftersom summan
av tva heltal dr ett heltal foljer att a + ¢ och b + d &r heltal. Dirmed &r
z + w ett nytt Gaussiskt heltal.

. Produkten zw beréknas enligt definitionen av multiplikation som zw =

ac — bd + (ad + bc)i. Produkten av tva vanliga heltal dr ett nytt heltal,
och saledes &r ac, bd, ad och bc heltal. Vi utnyttjar sedan att summor
och differenser av heltal ar heltal for att kunna dra slutsatsen att zw &r
ett Gaussiskt heltal.

. Vihar z4+w = a+c+ (b+4d)i, och eftersom ordningen inte spelar nagon

roll vid addition av heltal kan vi istéllet skriva z +w = ¢+ a + (d + b)i.
Detta &r enligt definitionen lika med w + 2z, och dédrmed &r likheten
bevisad.

. Vi har enligt definitionen av multiplikation att zw = ac — bd + (ad + be)i

och wz = ca — db + (da + cb)i. Vi vet emellertid att ac = ca, bd = db,
ad = da och bc = c¢b for heltal a, b, ¢ och d. Genom att utnyttja detta
finner vi att zw = wz.

. Vi adderar foérst w och v och lagger dérefter till z, och far

z+(wHv)=a+bi+(c+e+(d+fliy=a+(c+e)+(b+ (d+ )i

Addition av vanliga heltal satisfierar associativa lagen, och detta betyder
att hogerledet ovan &r lika med

(a+c)+e+((b+d)+ [
men detta dr precis vad man far om man forst berdknar z-+w och dérefter

adderar v. Likheten foljer nu.
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6. Vi berdknar forst wv = ce — df + (cf + de)i och dérefter
z - (w-v) = a(ce — df) — blcf + de) + [a(cf + de) + b(ce — df)]i.
Vi utvecklar sedan parenteserna och finner att

z - (w-v) = ace — adf — bef — bde
+(acf + ade + bee — bdf)i.

Om vi istéllet forst riknar ut 2w = ac — bd + (ad + be)i och dérefter
multiplicerar med v far vi

(z+-w)-v=-e(ac—bd) — f(ad + bc) + [e(ad + bc) + f(ae — bd)]i.
Vi multiplicerar ut parenteserna och finner att

(z-w) - v =ace— bde — adf — bcf
+(ade + bee + acf — bdf)i.

Vi paminner oss om att ordningen inte spelar nagon roll nér vi adderar
vanliga heltal och med detta i atanke jaimfor vi nu uttrycken for z - (w-v)
och (z - w) - v som vi har riknat ut. Vi finner att z- (w-v) = (z - w) - v,
vilket skulle visas.

7. Vi raknar forst ut hogerledet i likheten vi ska visa. Vi har zw = ac —
bd + (ad + be)i och zv = ae — bf + (af + be)i, vilket ger oss

2w+ zv = ac+ ae — bd — bf + (ad + bc + af + be)i.
Dérefter berdknar vi w +v = c+ e+ (d + f)i och far
z-(w+v)=alc+e)—bd+ f)+ [a(d+ f) + blc + e)]i,
och efter att ha utvecklat parenteserna ser vi att z - (w4 v)) = zw + zv.

8. Denna punkt foljer direkt fran egenskapen 0 4+ a = a for varje heltal a:
vifar z4+0=a+bi+0+0i=a+0+ (b+0)i=a+ bi.

9. Vi vet att a -1 = a for varje heltal a, och detta ger oss att z -1 =
(a+b)(14+0))=a—0+4+(b+0)i=a+bi = z.

10. Om z = a+ bi &r —z = —a — bi ett Gaussiskt heltal eftersom —a och —b
ar heltal. Vidare géller ju a — a = 0 for heltalet a, och motsvarande &r
ju dven samt for b. Definitionen av addition medfor nu att z + (—z) =
a—a+ (b—>b)i=0+0i=0, vilket var precis vad vi skulle visa.

Ovning 4.3. Vi borjar med det forsta pastaendet. Vi beréknar
(a+ bi)(a — bi) = a® — abi + abi + b* = a® + b,

och enligt definitionen &r det sista uttrycket till hoger lika med N(a + bi).

o7



Vi séitter z = a + bi och w = ¢+ di, tillimpar identiteten ovan pa N(z +w) =
N(a+ c+ (b+ d)i) och far

N(a+c+ (b+d)i)=(a+c+ (b+d)i)(a+c— (b+ d)i).
Nu utvecklar vi produkten i hogerledet och far
(a+c+ (b+d)i)(a+c— (b+d)i)
= a® —iab + ac — iad + iab + b + ibc + bd
+ac — ibc + ¢® — icd + iad + bd + icd + d*

=a®+ b+ %+ d?+ 2ac + 2bd
= N(z) + N(w) + 2(ac + bd).

Detta visar likheten i uppgiften.

Ovning 5.1.

1. Eftersom4+3=7=5-14+2=2 (mod5)sd har viatt 4+3 =2 i
ringen Zs.

2. Notera att 8-7=156=9-6+2 =2 (mod 9). Detta betyder att 8-7 = 2
i ringen Zg.

3. Till sist har vi att 3 =9 = —1 (mod 10). Nu fsljer
3100 =-3.39=3.3)8=3.(-1)¥=3.(-1)=-3=7 (mod 10).
Alltsd har vi att 3% = 7 i ringen Z1q.

Ovning 5.3. Per definition giller n | (a — b), det vill siga det finns ett heltal
q séddant att a — b =n - ¢. Nu foljer

(=a) = (=b) =—(a=b) =—=(n-q) =n-(-9),
vilket betyder att n | ((—a) — (=b)), och ddrmed —a = —b (mod n).

Ovning 6.1. D;(y) = Rog (y — t) ér den sékta dekrypteringsfunktionen. For
att visa att detta &r fallet noterar vi forst att

Dt(Rgg (”L‘ + t)) = Rog (Rgg (CE + t) — t)
= Rog (Rog (z 4 t)) + Rog (—1) .

Darefter utnyttjar vi att Ry, (R, (a)) = Ry, (a) och far

Rog (Rag (z +t)) + Rag (—t)
= Rog (z + t) + Rog (—t)
:Rgg(z—{-t—t) =,

vilket visar att D(E(z)) = =.
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