oy

S,
FKTHY

VETENSKAP
@& OCH KONST 9F,

L [
B> Cood
KTH Matematik

KTHs Matematiska Cirkel

TALTEORI

ANDREAS ENBLOM
ALAN SOLA

INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK, 2008
FINANSIERAT AV MARIANNE OCH MARCUS WALLENBERGS STIFTELSE




1 Heltal

1.1 Grundliggande egenskaper for heltalen

Heltal &r tal som 1, 0, —17 och 4712. Vi kommer som tidigare ndmnts att
anvinda beteckningen Z for heltalen. Detta &r alltsd den méngd som bestér
av alla heltal:

Z=1{..,-2-1,01,2,...}.

Nir man beskriver matematisk teori, maste man alltid utgd fran nagonting.
Inom talteorin utgar man fran heltalen tillsammans med réknesétten addi-
tion (+) och multiplikation (-), samt jémforelserelationerna <, = och >. Vi
bestdmmer oss alltsd for att ta existensen av heltal, samt addition, multipli-
kation och jamforelse av dessa, for givna. Det kan papekas att dessa saker
faktiskt kan bevisas, om man utgér fran &nnu enklare férutséttningar.

I fortsittningen anses ldsaren kénna till heltalen Z samt hur
man adderar, multiplicerar och jamfor dem.

Det kan vara péa sin plats att kommentera raknesétten subtraktion och division.
Subtraktion #r bara ett specialfall av addition, givet att man vet hur man
utifran ett tal @ € Z bildar talet —a. Vi har ju att

3—-8=3+(-8)

sé for att kunna utfora subtraktionen med 8 récker det att kinna till addition
samt hur man bildar talet —8. Division &r lite mer komplicerat och det kommer
vi till om en sida eller tva.

Trots att alla ldsare kénner till det om heltal, addition och sa vidare som vi
forvantar oss, kan det #nd& vara intressant att skriva upp nagra av de allra
viktigaste egenskaperna for heltalen, och det gors hér, utan bevis:

Sats 1.1.1. Heltalen Z tillsammans med operationerna + och - uppfyller
foljande egenskaper for alla a,b,c € Z:

l.a+beZ

2. a-beZ.
3.a+b=b+a
4. a-b=b-a.

5. a+(b+c¢)=(a+b)+ec




6. a-(b-c)=(a-b)-c
7.a-(b+c)=a-b+a-c.

8. Heltalet 0 € Z uppfyller a + 0 = a.
9. Heltalet 1 € Z uppfyller a -1 = a.

10. Fér varje heltal a finns ett heltal —a sadant att a + (—a) = 0.

Av intresse dr att notera att om vi har nagon godtycklig méngd, antingen Z
eller nagon annan méngd, for vilken man definierat négra operationer, beteck-
nade med + och -, som uppfyller punkterna 1-10 ovan, sa kallas den méngden
for en kommutativ ring, eller ibland kommutativ talring eller bara ring. Sddana
ringar finns det massor av exempel pa. Senare ska vi fa stifta bekantskap med
de Gaussiska heltalen som utgér just en kommutativ ring.

Foljande egenskaper kan kéinnas sjilvklara, men &r i sjilva verket nagra oerhort
centrala egenskaper for heltalen. De dr tre av de egenskaper som gor tal sa
unika inom matematiken.

Sats 1.1.2. For heltalen Z gdller filjande:

1. Om a,b € Z sa gdller exakt en ava < b, a="b och a > b.
2. Om k # 0 dr ett heltal och a -k =b-k sa gdller a = b, for a,b € Z.

3. Antag att A C Z, att A # & samt att det finns en 6vre begransning for A,
det vill siga ett tal m € Z sadant att m > x for alla x € A. Da innehaller
A ett storsta element. Med andra ord finns da ett a € A sadant att a > =
for alla x € A.

Observera att det 1 punkt 3 inte behover vara sa att m = a. Talet m behover
inte ligga i méngden A, utan det rédcker att det dr nagon Gvre begrénsning
for A. Slutsatsen &r att det finns en Gvre begrinsning a som ligger i sjélva
méngden A.

Exempel 1.1.3. Lat A ={-3,0,1,2,5,10,12}. Eftersom exempelvis 57 > x
for alla x € A sa &r 57 en G6vre begridnsning for A. Talet 12 &r ett storsta
element i A eftersom det bade &r en 6vre begransning fér A och tillhér A. A

1.2 Delbarhet

Av stor vikt inom talteorin dr egenskapen for tal att dela andra tal. Exempel-
vis: eftersom 12 = 4 - 3 sa vet vi att 4 delar 12. Det &r just pa detta sétt vi
definierar delbarhet:

Definition 1.2.1. Lat a och b vara heltal. Om det finns ett heltal ¢ sddant
att a = b- ¢ sa séger vi att b delar a, och skriver

b|a.

Om b inte delar a s& skriver vi b1 a.



Exempel 1.2.2. Vi har att
3124 eftersom 24 =8-3.
Men delbarhet fungerar ocksa for negativa tal. Det géller att
—31]24 eftersom 24 = (—8)-(-3).

och ocksa att
3| —-24 samt —3]|-24.

Déremot giller inte 5 | 24. Detta skriver vi alltsa som 5t 24. A

Enligt definitionen av delbarhet delar alla heltal talet 0. Att 0 = a - 0 innebér
juatt a |0 for alla a € Z.

1.3 Division

Nu 4r det dags att fundera pa hur man dividerar heltal. Det &r viktigt att
tinka pa att det &r just heltal vi dividerar, och att vi som resultat vill f&
heltal.

Alla vet att 6/3 = 2, men var betyder detta egentligen? Och hur utfér man
divisionen 7/3 om man bara far anvénda heltal? Svaren ges av foljande sats:

Sats 1.3.1. Lat a,b vara heltal. Antag att b > 0. Dd finns unika heltal ¢ och
r, dir 0 < r < b, sadana att

a=b-qg+r.

Vi skriver inte ner alla detaljer i beviset for denna sats, utan nojer oss med
att beskriva den grundliggande idén.

Beuvisidé. For betrakta méngderna A, ={b-n+m : 0 < m < b}, dér n € Z.
For exempelvis b = 3 ser méngderna ut sa hér:

Ay Ao Ay

Man inser nu att det for varje a € Z finns ett unikt n sadant att a € A,.
Och enligt definitionen av A, finns ett unikt m med 0 < m < b siddant att
a=>b-n+m. Lat ¢ = n och = m och saken &r klar. O




Satsen séger faktiskt att vi alltid kan utféra det som brukar kallas for heltals-
division. Vi har exempelvis att

7=3-24+1,
och déa séger vi att heltalsdivision av 7 med 3 ger kvoten 2 och resten 1. Termen
r i satsen ovan brukar alltsa kallas rest eller restterm.

Men hur dr det med divisionssymbolen / da? Vad betyder 6/3 = 27 Jo, det &r
helt enkelt s& att
6=3-2+0

och dérfor kan vi skriva 6/3 = 2. S& fort ett tal b delar ett tal a, kommer
resttermen r i satsen ovan att vara 0, precis som i fallet ¢ = 6 och b = 3. 1
sadana fall skriver vi att ¢ = a/b.

Definition 1.3.2. Antag att a,b &r heltal dédr b # 0, och att b | a. Enligt
definitionen av delbarhet finns da ett heltal ¢ sadant att a = b ¢. Vi kallar ¢
kvoten mellan a och b och skriver

=2
q_b‘

Ovningar

Owvning 1.1. Hitta talen g och r i formeln a = b- g+, dir 0 < r < b, i fallen
da

1. a=32,b= 13,
2. a=-24,b=7,
3. a=1762, b = 10,
4. a =10, b= 1726,
5. a=—70,b=235.

Ovning 1.2. Lt a och b vara heltal, dir b # 0. Visa att om a-b = 0 s& maste
a=10.

Ovning 1.3. Betrakta nagra heltal a och b, déir b # 0. Antag att heltalen g,
r och 7 uppfyller

a=b.-g+r och a=b-q+7.
Visa att r = 7.

Ovning 1.4. Lat a och b vara heltal dér b # 0. Antag att det finns heltal ¢, §
och r sadana att
a=b-g+r och a=b-g+r

Visa att ¢ = ¢.

Anmdrkning: Detta betyder att kvoten ¢ vid heltalsdivision ar unikt bestdmd.
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Ovning 1.5. Visa féljande egenskaper hos delarrelationen:

1. For alla heltal a giller a | a.
2. Léat a,b,c vara heltal. Om a | b och b | ¢ sé géller a | c.

3. Det &r inte s& att om a | b sa géller b | a, for alla heltal a,b.
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