ay

L,
FKXKTHS

'{B VETENSKAP
¥ ocH KoNST o%

o o
s> g
KTH Matematik

KTHs Matematiska Cirkel

TALTEORI

ANDREAS ENBLOM
ALAN SoLA

INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK, 2008
FINANSIERAT AV MARIANNE OCH MARCUS WALLENBERGS STIFTELSE




2 Gemensamma delare

2.1 Storsta gemensamma delare

Vi ska nu gora en precis definition av vad vi menar med den stérsta gemen-
samma delaren till tva tal. Inutitivt dr det klart vad som menas. Betrakta
exempelvis talen 8 och 12. Talet 8 har foljande positiva delare:

Det storsta talet som &r en delare till bade 8 och 12 &ar alltsa 4. Vi séger
alltsa att 4 &r den storsta gemensamma delaren till 8 och 12, och skriver
4 = sgd (8,12). Lat oss nu gora en allmén definition av detta.

Definition 2.1.1. Lat n vara ett heltal. Betrakta méangden
Dn)={a€Z:a>0,a]|n}
Denna méngd kallar vi delarmdngden till n.

Méngden D(n) innehéller alltsa alla positiva delare till n. Vi har exempelvis
att D(12) = {1,2,3,4,6,12}.

Definition 2.1.2. Lat a, b vara heltal, dir inte bade a och b 4r 0. Det storsta
talet i méngden D(a)ND(b) kallar vi for den stérsta gemensamma delaren till
a och b. Vi betecknar detta tal med sgd (a, b).

Nér man ger en definition som denna méste man fundera pa om méngden
D(a) N D(b) verkligen innehaller ett storsta element, for alla val av ¢ och b, s&
att definitionen har en innebérd. Detta bevisas hir:

Sats 2.1.3. Lat a och b vara heltal som inte bada dr 0. Da innehaller mdngden
D(a) N D(b) ett storsta element.

Bewvis. Enligt pastdende 3 i Sats 1.1.2 récker det att visa att D(a) N D(b) # @
samt att D(a) N D(b) har en 6vre begrénsning.

Observera att 1 € D(n) for varje heltal n. Alltsa kommer dven 1 € D(a)ND(b).
Detta betyder att D(a) N D(b) # &.

Att D{(a) N D(b) har en 6vre begriansning foljer om vi kan visa att minst en
av méngderna D(a) och D(b) har en 6vre begrénsning. Vi vet att minst ett
av talen a och b inte &r 0. Antag utan inskrénkning att @ # 0 (fallet b # 0
hanteras pa samma sétt). Lat

a oma >0
M:{
—a om a < 0,
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Vi viljer alltsd M sadant att M > 0. Tag ett godtyckligt z € D(a). D4 &r =
en delare till a, och ddrmed ocksé en delare till M. Detta betyder att det finns
ett tal ¢ sddant att M = zq, och eftersom M > 0 sa méste x < M. Alltsa ar
M en &vre begriansning till D(a). O

Definition 2.1.4. L&t a, b vara heltal, inte bada 0. Om sgd (a,b) = 1 sé& séger
vi att a och b ar relativt prima.

Exempel 2.1.5. Betrakta talen 9 =3-3,10=2-5, och 12 = 2-2- 3. Klart
ar att

D(9) ={1,3,9}, D(10)={1,2,5,10}, D(12)={1,2,3,4,6,12}.
Alltsa géller
sgd (9,10) =1, sgd(9,12) =3, sgd(10,12) =2.

Detta betyder att talen 9 och 10 #r relativt prima, medan varken 9 och 12
eller 10 och 12 &r relativt prima. A

Exempel 2.1.6. Det kan vara intressant att fundera pé vad storsta gemen-
samma delaren till ett positivt tal och 0 &dr. Lat @ > 0. Enligt definitionen &r
det faktiskt sa att

D(0) ={1,2,3,...},

och darmed far vi
D(a) N D(0) = D(a).

Observera nu att det storsta talet i D(a) &r a, och dérfor dr

sgd (a,0) = a. A

2.2 Euklides algoritm
Sats 2.2.1. Ldt a,b vara heltal dir b # 0. Antag att heltalen p,q uppfyller
a=b-qg+r

Da gdller
sgd (a,b) = sgd (b, 7).

Bevis. Tag z € D(b) N D(r). D4 géller z | b och z | 7. Det betyder att det
finns heltal m;, my sddana att b = xmy och r = zmq. Vi far att

a = bq+r=xmiq+ zmg = z(miqg +ma).

Alltsa galler z | @ och dirmed z € D(a). Eftersom =z € D(b) s& far viz €
D(a) N D(b). Vi har alltsa visat att

D(b) N D(r) C D(a) N D(b).
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Omvint, tag y € D(a) N D(b). D4 finns heltal k1 och kp sddana att a = yky
och b = yko. Nu far vi
7 =a—bq = yky —ykaq = y(k1 — k2q).

Alltsd géller y | r och dérmed y € D(r). Eftersom y € D(b) sa foljer z €
D(b) N D(r). Detta visar att

D(a) N D(b) C D(b) N D(r).

Eftersom vi nu har visat att D(b) N D(r) C D(a) N D(b) och D(a) N D(b) C
D(b) N D(r), sé fsljer

D(a)N D(b) = D(b) N D(r). O

Denna sats kan anvéndas f6r att rdkna ut storsta gemensamma delaren till
tva tal. Denna utrdkningsmetod, som hér illustreras med ett exempel, brukar
kallas Fuklides algoritm.

Exempel 2.2.2 (Euklides algoritm). Lat oss bestdmma sgd (6 396, 525). Ef-
tersom
6396 = 525-12 + 96
s foljer
sgd (6396, 525) = sgd (525, 96) .
Vidare, vi har att

525 =96 -5+ 45,

och darmed
sgd (525,96) = sgd (96,45) .

Fortsétt pd detta sitt sa ser det ut sa hér:

6396 = 525 - 12 + 96 sgd (6396, 525) = sgd (525, 96)
525 = 96-5 445 = sgd (96, 45)
%= 45-2 +6 = sgd (45, 6)

45= 6-7 +3 = sgd (6, 3)
6= 3-2 +0 =sgd (3,0) = 3.

Vi ser alltsa att sgd (6396, 525) = 3. Algoritmen gar alltsd ut pa att utféra
heltalsdivision ett antal ginger tills den gér jamnt ut (det vill séiga att resten
blir 0), och sedan anvénda det faktum att sgd (n,0) = n f6r alla n > 0, vilket
diskuterades i Exempel 2.1.6. A

Sats 2.2.3. Lat a,b vara heltal som dr relativt prima. Da finns heltal x,y
sadana att

1= za+ yb.
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Bewis. Vi kan utan inskrdnkning anta att b > 0. Anvéind nu Sats 1.3.1 for att
utféra heltalsdivision om och om igen, tills resttermen blir 0, och fa:

a= b1 +71 dir 0<ri <b
b= 19 72 dir O0<m<n
ry= To9-q3 +7T3 dir 0<r3 <mr
To= T3-qQ4 -+ T4 dir 0<rg <rj (2.1)
Pp_o = Tpn-1-'Gn + Tn dir 0<rp <rpna
Th—1= Tn Qntl1 +Tay1 dir 1mpp1 = 0

Att denna process verkligen tar slut, och att resten pa den sista raden blir 0
inser man eftersom
b>ri>rg> - >rp > 0.

En sadan f5ljd av heltal, som blir mindre och mindre hela tiden maéste s&
smaingom né 0. Enligt Sats 2.2.1 vet vi att

1 =sgd(a,b)
= sgd (b, 1)
= sgd (r1,72)
= sgd (re, r3)

= sgd (rn—1,7n)
= sgd (rp, 0)

= Tn,
det vill sidga att 7, = 1. Anvénd nu (2.1) baklédnges och fa

1l=r,
=Tp—2—Qqn Tn-1=Tph-2 —qn- (7'71»-3 —Tn-2" Qn-—l)
= —Qp - Tpn-3+ (1 - Qn—IQn) *Th—2

=z-a+y-b

for nagra heltal x,y. 0
Exempel 2.2.4. Talen 4712 och 585 #r relativt prima. Det visas pa foljande
satt:
4712 =1585-8 + 32 sgd (4712, 585) = sgd (585, 32)
585 = 32-18+9 = sgd (32,9)
2= 9-3 +5 :Sgd(9,5) (2.2)
9= 5.1 +4 = sgd (5,4) '
5= 4-1 +1 =sgd (4,1)
4= 1-4 +0 =sgd (1,0) =
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Detta visar att sgd (4712,585) = 1, men utrékningarna kan ocksd anvéndas
fér att hitta de tal z,y som enligt satsen ovan finns och goér

1=4712 2+ 585-y.

Anvind (2.2) baklidnges och fa

1 =5-4-1 =5-(9-5-1)-1
= 9452 = -9+ (32-9-3)-2
=32.2-9.7 =322 — (585 —32-18) -7
= —585 -7+ 32128 = —585.7+ (4712 — 585 - 8) - 128

=4712-128 — 585 - 1031.

Alltsa giller
z=128 och y=-1031 A

Sats 2.2.5. Lat a,b vara relativt prima heltal, och ¢ ett godtyckligt heltal. Om
a | be sa galler a | c.

Bevis. Enligt Sats 2.2.3 finns heltal z,y sddana att 1 = za + yb. Multiplicera
detta med ¢ och fa
¢ = zac+ ybe.

Eftersom a | bc sa finns ett heltal ¢ sddant att be = ag. Nu foljer
¢ = zac + ybe = zac + yaq = a(zc+ yq),

vilket visar att a | c. O

Ovningar
Ovning 2.1. Lat a,b vara heltal. Antag att heltalet d > 0 uppfyller
dla och dJb.
Antag att z | d for varje z € D(a) N D(b). Visa att d = sgd (a,b).
Ovning 2.2. Anvind Euklides algoritm for att bestdmma sgd (8 860,1075).

Ovning 2.3. Talen 139 och 117 é&r relativt prima. Enligt Sats 2.2.3 finns heltal
z och y sddana att 1 =« - 139+ y - 117. Anvénd tekniken i Exempel 2.2.4 for
att bestdmma x och y.

Ovning 2.4. Lt a och b vara relativt prima heltal. Antag att heltalet ¢ upp-
fyller att
ale och bje

Visa att ab | c.
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