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5 Moduléar aritmetik

5.1 Modulorikning

Vi kommer nu fram till modulordkning. Detta &r ett lite annorlunda sétt att
rikna med heltal pa, dven om det egentligen bygger pa de vanliga réknesétten.
Allt utgar fran fo6ljande definition:

Definition 5.1.1. Lat n > 1 vara ett heltal. Vi séger att heltalen a och b &r
kongruenta modulo n, och skriver

a=b (modn),
om n | (a —b).
Exempel 5.1.2. Lat n = 12. Exempelvis har vi att
16=4 (mod12), —27=-3 (mod12) och 22=-2 (mod 12),

eftersom 12 &r en delare till alla tre talen 16 — 4 = 12, (-27) — (-3) = —24
och 22 — (-2) = 24. A

Nar man riknar modulo ett tal, exempelvis 12, kan man se det som att man
betraktar alla tal som &r kongruenta med varandra som samma tal. Enligt
exemplet ovan &r 16 och 4 ”samma tal” modulo 12, liksom 22 och —2. Darfor
verkar det inte alldeles orimligt, s& ldinge man rdknar modulo 12, att 16 4 22
borde bli ”samma tal” som 4 — 2. Mer korrekt kan vi skriva detta som

164+22=4-2 (mod 12).
Denna kongruens giller eftersom
164+22—-(4-2)=36=12-3.

Detta beteende dr ingen speciellt for n = 12, utan géller i allménhet, vilket
visas nedan.

Sats 5.1.3. Lat n vara ett positivt heltal. Antag att heltalen a,a samt b,b
uppfyller 5
a=a (modn) och b=b (modn).
Da giller 3
a+b=a+b (modn)

samt

a-b=a-b (mod n).

Beuis. Per definition vet vi att n | (a — a) och n | (b — b). Det betyder att det
finns heltal z och y sédana att

a—a=nz och b-—b=ny.
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Nu foljer

(a+b) = (@+b) = (a—a)+ (b—b)
=nT -+ ny
=n-(z+y).

Alltsé géiller n | (a + b) — (@ + b), vilket betyder att
a+b=a+b (modn).
Vidare,

ab — @b = ab — ab + ab — ab
=a-(b—b)+(a—a)-b
=a-ny+nz-b
= n- (ya +ab),

och dérmed n | (ab — ab), det vill siga

ab=ab (mod n). O

Denna sats visar en av de stora férdelarna med modulorékning. Genom att
anvinda den kan vissa berdkningar férenklas visentligt. Lat oss illustrera detta
med ett par exempel.

Exempel 5.1.4. Lt a = 228 - 115. Vi vet att det finns heltal ¢ och r sddana
att a = 8- g+, dir 0 < r < 8. Bestédm r.

Losning. Borja med att utfora heltalsdivision med 8 av talen 228 och 115:
228 =8-2844 och 115=8-1443.

Detta betyder att 228 — 4 = 8 - 28 och 115 — 3 = 8 - 14, det vill séiga att
8] (228 — 4) och 8 | (115 — 3). Alltsa géller

228 =4 (mod8) och 115=3 (mod 8).
Enligt satsen ovan far vi
a=228-115=4-3=12 (mod 8).
Men eftersom det uppenbarligen ér s& att 12 =4 (mod 8) sa f6ljer
a=4 (mod 8)

Alltsa har vi 8 | (a — 4), vilket per definition betyder att det finns ett heltal ¢
sddant att a — 4 = 8- ¢. Vi far alltsa

a=8-qg+4, ochdidrmed r=4. A
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Po#ngen med ovanstiende exempel dr att det &r mycket enklare att heltalsdi-
videra talen 228 och 115 med 8 &#n vad det dr att utfora heltalsdivisionen med
deras produkt a = 228 - 115 = 26 200.

Exempel 5.1.5. Lat a = 3'%°, Det finns heltal ¢ och r, ddr 0 < r < 6 sadana
att a = 6 - g+ r. Bestdm r.

Losning. Observera att
3=271=6-4+3=3 (mod 6).
Alltsa géller
a=3100=-3.39=3.(3)¥=3.33=3.3)"=3.3" =32 (mod 6).
Vidare foljer
a=32=3)=3'=3.33=3.3=9=3 (mod 6),
vilket betyder att vi kan skriva
a=6-g+ 3,
for nagot heltal ¢q. Alltsd far vi att r = 3. A

I detta exempel far vi en vildigt stor vinst. Talet a = 3% &r enormt stort,
om man skriver ut det sa bestar det av 48 siffror, och antagligen alldeles for
stort for de flesta minirdknare. S& utan modulordkning blir det mycket svart
att bestdmma 7.

Sats 5.1.6. Latn > 1 vara ett heltal. For varje heltal a som dr relativt prima
med n gdller foljande:

1. Det finns ett heltal x som léser ekvationen axz =1 (mod n).

2. Om heltalen b, c uppfyller ab = ac (mod n) s maste b = ¢ (mod n).

Bevis. Eftersom a och n ir relativt prima finns enligt Sats 2.2.3 heltal z,y
sddana att
1 =za+yn.

Detta betyder att 1 — za = n -y, det vill sidga att n | (1 — za), och ddrmed
giller 1 = za (mod n), vilket visar punkt 1.

For att visa punkt 2, antag att heltalen b, c uppfyller ab = ac (mod n). Per
definition giller
n | (ab—ac) =a-(b—c).

Men eftersom n och a &r relativt prima f6ljer det fran Sats 2.2.5 att n | (b—c).
Alltsé far vi
b=c (modn). O
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5.2 Ringen Z,

L&t oss nu infora ett alternativt sitt att se p4 modulordkning. Detta sétt kan
i vissa fall vara behéndigare. Lat n > 1 vara ett fixerat heltal.

Givet ett heltal a, vet vi enligt Sats 1.3.1 att det finns heltal ¢ och r, dér »
uppfyller 0 < r < n, sddana att

a=n-qg+r.
Talet r ar alltsd resten vid heltalsdivision av @ med n. Notera att
a=r (modn),

eftersom n uppenbarligen delar a — r = ngq. I sjélva verket &r r det enda tal
som uppfyller bade @ = r (mod n) och 0 < r < n. Vi kallar hddanefter r for
resten av a modulo n och skriver

r =Ry (a).

Det #dr alltsi skillnad p& att skriva R, (a) och a = b (mod n). Det forsta
uttrycket, Ry (a) &r ett tal 7 som uppfyller 0 < r < n, medan det andra
uttrycket beskriver en relation mellan talen a och b.

Exempel 5.2.1. Lat n = 13 och a = 15. Vi har att
Ry, (a) = 2,

eftersom
a=mn-14+2.

Observera igen att R, (a) #r ett tal r som uppfyller bade 0 < r < n och
a =7 (mod n). Det finns oéndligt manga tal b som uppfyller a = b (mod n),
exempelvis har vi att

15= —11 (mod 13), 15=81 (mod 13), och 15=11015 (mod 13).

Men det #r bara talet 2 bland dessa tal som ligger i intervallet 0 <b <n. 4

Exempel 5.2.2. Lat n = 15. Da géller

R, (19) =4, R,(-27)=3, R,(11)=11, R,(30)=0. A
Annu enklare blir det fér tal som 10 och 100:
Exempel 5.2.3. Vi har att

Rip(67) =7, Rip(4711) =1, Ryo(-118) =2(=10-38).
Dessutom géller

Rioo (1234) =34,  Rygo (—256) = 44 (= 100 — 56). A
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Nu infér vi ringen Z,. Vi later helt enkelt detta vara méngden
Zn={0,1,2,...,n—1}.

Observera att R, (a) r ett element i ringen Z, for alla heltal a, eftersom
R, (a) per definition uppfyller 0 < R, (a) < n. Méngden Z, innehéller helt
enkelt alla ”rester modulo n”.

Den stora vinsten med att infoéra dessa begrepp ér att det férenklar spraket for
oss. Vi tilldter oss ndmligen att "rdkna”, det vill sdga utfora addition och mul-
tiplikation, ¢ ringen Z,. Detta fungerar som vanlig addition och multiplikation,
men resultatet av utrikningarna viljs modulo n.

Alltsé: nér vi rdknar i ringen Z, menar vi med a+b egentligen talet R, (a +b),
och med a-b menar vi talet Ry, (a - b). P4 detta sétt kommer vi att som resultat
av utrdkningarna fa ett tal r som uppfyller 0 < r < n, det vill sdga r € Zy,
och som &r kongruent modulo n med det ”vanliga” resultatet av utrdkningen.

Exempel 5.2.4. Lat n = 5. Eftersom exempelvis
3+8=11=1 (mod n),

sA séger vi att
3+8=1 iringen Zy.

P& samma sitt sdger vi att
3-8=4 iringen Z,,
eftersom 3-8 =24 = 4 (mod n). A

En av de allra mest sjdvklara matematiska identiteterna &r 14 1 = 2. Det
visar sig dock nédr man anvinder modulorikning att denna identitet kanske
inte dr sa sjéalvklar nér allt kommer omkring:

Exempel 5.2.5. Observera att
1+41=0 (mod 2).
Utan att vara det minsta inkorrekt kan man alltsa sidga att
14+1=0,

om vi bara ldgger till ”i ringen Zy”. A

5.3 Satser av Euler och Fermat

Nu kommer vi till en av matematikens mest beromda satser: Fermats lilla sats.
Vi borjar med att bevisa Fulers sats, fran vilken Fermats lilla sats foljer.

Definition 5.3.1. Lat n > 1 vara ett heltal, och ¢(n) vara antalet tal z med
1 € z < n som &r relativt prima med n. Vi kallar ¢ Fulers ¢-funktion.
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Exempel 5.3.2. Om n = 12, s tittar vi pa talen x = 1,2,...,11. Vi obser-
verar f6ljande;

sgd (1,12) =1, sgd (2,12) = sgd (3,12) =3,  sgd (4,12) =4,
sed (5,12) =1, sgd (6,12) = sgd (7,12) =1,  sgd(8,12) =4,
sgd (9,12) =3, sgd(10,12) =2, sgd(11,12) =1.

Alltsd dr det precis de fyra talen 1, 5, 7 och 11 som &r relativt prima med 12.
Detta betyder att ¢(12) = 4. A

Exempel 5.3.3. Om p ér ett primtal kommer alltid ¢(p) = p — 1, eftersom
alla talen 1,2,3,...,p — 1 &r relativt prima med p. A

Sats 5.3.4 (Eulers sats). Let n > 1 vara ett heltal. Lat a vara ett heltal sadant
att @ och n dr relativt prima. Da gdller

a®™ =1 (mod n).

Bevis. Lat m = ¢(n). Enligt definitionen av ¢-funktionen, finns det m tal
bland 1, 2,...,n—1 som &r relativt prima med n. Kalla dessa tal by, b, ..., by.
Lat

c1 =aby, ca=abs, ..., cm=aby.

Vi vet enligt Sats 1.3.1 att det finns tal 71,79,...,7m med 0 < r; <n, och tal
q1,G2; - - -, gm sddana att

cg=n-q+r;, j=12,...,m
Detta betyder bland annat att

c;=r; (modn), j=12,...,m. (5.1)

Till att borja med maste alla talen r1,79, ..., 7., vara olika, ty om r; = ry, dér
JFk sdfarviatt ¢ —cp =n-g; —n- g =n- (¢ — q), vilket betyder att

n (e —ck)=a- (b —by),

och eftersom n och a &r relativt prima maéste enligt Sats 2.2.5 n | (b; — bg),
vilket 4r omojligt eftersom bade 1 < b; < m—1och 1 < b, < n—1, och
dessutom b; # by.

Vidare, 1&t oss visa att r; och n &r relativt prima. Antag motsatsen, det vill
siiga att sgd (rj,n) > 1. D& finns det ett tal £ > 1 som delar bade r; och
n. Vi kan skriva r; = 27 och n = zn, for nagra heltal 7 och 7. Vi har att
sgd (z,a) = 1 eftersom om det fanns ett tal y > 1 som delade bade x och a s&
skulle det talet ocksa dela n = zn, vilket skulle betyda att y vore en gemensam
delare till a och n och detta &r oméjligt eftersom a och n dr relativt prima.
Nu har vi
cg=mn-q+r; =z (g +7),
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vilket betyder att = &r en delare till c; = ab;. Eftersom a och z &r relativt
prima méste z | b;, enligt Sats 2.2.5. Men detta &r omdjligt, eftersom = > 11isa
fall skulle vara en gemensam delare till 7 och b;. Men vi vet fran definitionen av
b; att n och b; &r relativt prima. Alltsa &r det inledande antagandet omdjligt,
vilket betyder att r; och n &r relativt prima, for varje j = 1,2,...,m.

Notera i forbifarten att detta innebér att r; # 0, eftersom om det vore si
att 7; = 0 sa skulle sgd (1;,n) = n (se Exempel 2.1.6), men vi vet ju nu att
sgd (rj,n) = 1.

Vi har alltsa visat att r1,79,...,7,m ar m stycken olika tal som alla uppfyller
1<r; <n—1,och att r; och n &r relativt prima. Men enligt definitionen av
talen by, b, ..., by, var dessa alla tal som uppfyllde detta. Alltsa har vi att

T1,T2,...,Tm  &ar precis talen by, ba, ..., bm,
dven om ordningen pa talen mojligtvis skiljer sig i de tva fallen. Det foljer att
biby - by, = 1172 T
Fran (5.1) far vi nu att

biby by - a™ = (abl)(@b2) e (abm)

=CiC2 " Cmy
=71y Ty = biby- - by, (mod n),

det vill sdga att
biby by - @™ =bibg by -1 (mod n).

Eftersom b; och n &r relativt prima, for alla j = 1,2,...,m, sa kommer ocksa
talen bybg - - - by, och n vara relativt prima (att visa detta var Ovning 3.4). Nu
foljer det fran Sats 5.1.6 att

a™=1 (mod n). O
Foljdsats 5.3.5 (Fermats lilla sats). Lat p vara ett primtal. Da gdller
a?1=1 (mod p),

for alla heltal a som inte delas av p.

Bevis. Eftersom a och p ér relativt prima sa fort p inte delar a, och eftersom
¢(p) = p — 1 sa foljer detta fran Eulers sats. O

Ovningar

Ovning 5.1. Beriikna 4 + 3 i ringen Zs, 8-7 i ringen Zg och 3! i ringen Z.

Ovning 5.2. Fixera ett heltal n > 1. Visa féljande egenskaper for modulo-
relationen:
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1. For varje heltal a géller a = a (mod n).
2. Lat a och bvaraheltal. Om a = b (mod n) sa géller ocksd b = a (mod n).

3. Antag att heltalen a,b,c uppfyller a = b (mod n) och b = ¢ (mod n).
Da géller a = ¢ (mod n).

Anmdrkning: Detta visar att modulorelationen dr en sa kallad ekvivalensrela-
tion.

Ovning 5.3. Lat n > 1 vara ett heltal. Antag att a = b (mod n). Visa att
—a = —b (mod n).

Ovning 5.4. Bevisa foljande variant av Fermats lilla sats:

Lat p vara ett primtal, och a € Z. D4 giiller

a’? =a (mod n).
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