KTH Matematik

10.

Extra uppgifter i SF1625 Envariabelanalys

Antag att f ar kontinuerlig pa intervallet [0, 1]. Hur ska konstanten k viljas
1

for att / (f(x) — k)* dz ska bli sa litet som mojligt?
0

A. Skissera grafen till funktionen f(z) = arccosz. Ange definitionsméngd
och vérdeméngd.
B. Berikna derivatan av funktionen g(x) = arcsin x°.

1
C. Berédkna tan(arccos —=).
( \/5)
Betrakta differentialekvationen y'(x) = 3 + cosy(z) 4+ cosz. Det dr ett
faktum att varje 16sning y(x) till denna differentialekvation uppfyller att
lim, . y(z) = oco. Varfor?
o0 -

i
Om man approximerar serien E —_—
4
— 142k

ar det da sikert att absolutbelo_ppet av felet dr mindre &n 1073 ?

med dess nionde partialsumma —

A. Formulera och bevisa integralkalkylens huvudsats.

B. Berdkna ¢'(z) om g(z) = Otanw V2 +1dt med 0 < x < /2.

Lat h(z) = arcsinz. Sok en punkt & som uppfyller villkoret i differential-
kalkylens medelvirdessats pa intervallet [0, 1].

En partikel ror sig lings ellipsen 22 + 2y* = 6. Bestim hur fort partikeln
ror sig vertikalt om den ror sig med hastighet 2 at vénster i punkten (2, 1).
At vilket hall ror sig partikeln i hojdled?

A. Rita en figur och forklara vad som menas med undersumma, dversumma
och Riemannsumma for en funktion pa ett intervall. Alla beteckningar du
infor ska forklaras.

B. Skriv upp en Riemannsumma med 10 delintervall som approximerar in-
tegralen [ z° du.

C. Beréikna integralen i B genom att gora en Riemannsumma med n delin-
tervall och lata n ga mot odndligheten. Det kan vara anvéndbart att veta

att Y p_ k* =n(n+1)(2n+1)/6.
Anvind Riemannsummor for att approximera arean mellan z-axeln och kur-
van y = 2z — 22, dir 0 < o < 2. Vad blir den exakta arean? Ev anviindbart:

S k=n(n+1)/20ch > k> =n(n+1)2n+1)/6.

Bestam alla losningar till differentialekvationen y”(t) + 4y(t) = sin 2t som
gar genom origo.
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Ge exempel pa, eller forklara varfor det inte finns, en funktion som ...

A. &r kontinuerlig pa intervallet (0,1) och saknar storsta vérde.

B. dr kontinuerlig pa intervallet (0, 1) och antar storsta vérde.

C. ar kontinuerlig pa intervallet (0, 1] och antar storsta vérde.

D. &r kontinuerlig pa intervallet (0, 1) men ej deriverbar i punkten z = 1/2.

d 1
Harled sambandet — arctanxz =
dz 1422

Y

genom att derivera sambandet
tan(arctanz) = 1.

A. Hérled formeln for lingden av en kurva given pa parameterform (x =
a(t), y=y(t),a<t<b).
B. Lunchkon i KTHs sjélvservering beskrivs i ett koordinatsystem med origo
i kassan genom x = 3t, y = (4t +1)*2/2 —1/2, 0 <t < 2. Om man antar
att varje student upptar en plats av en lingdenhet, hur manga personer star
i kon?
Bestam definitionsméngd, eventuella asymptoter samt lokala extrempunk-
2

x

ter till funktionen f(z) = W Skissa grafen och bestdm funktionens
l’ p—

vardeméangd.

Anvénd substitutionen ¢ = tan(x/2) for att berikna integralen

dz
3+ 2sinz + 3cosx’
Bestédm arean av den minsta triangel som begrénsas av x-axeln, y-axeln och

en linje med negativ riktningskoefficient genom punkten (1, 3).

sin
Antag att F dr en funktion med derivatan F'(z) = for « > 0. Uttryck
x

3 .
2
/ SI2T Jr med hjalp av F.
.z

Rullkurvan. Vi foljer en punkt P som sitter pa ett hjul med radien R, da
hjulet rullar pa plan mark. Om ¢ betecknar den vinkel hjulet rullat fran
start (t = 0) till mal (¢ = 27), kan man visa att

x = R(t—sint), y= R(l—cost), 0<t<2mr,
dar (x,y) ar laget (koordinaterna) for punkten P. Hur lang stricka tillryg-
galdgger punkten P da hjulet rullar ett varv? Kontrollera rimligheten i ditt
svar?
Berikna foljande gréansvérden:

x?sin +

A lim —=
z—0 SNz,
. r—smnx
B. lm ——
rz—o00 I + SIN T
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Betrakta funktionen

2?sint z#£0
r) = *
- {12
A. Anvénd derivatans definition for att bestamma f’(0)
B. Forklara varfor man inte kan anvinda produktregeln for att bestdimma
f(0).

C. Ar derivatan f’(z) kontinuerlig i punkten z = 0 ?

Avgor om foljande serier dr konvergenta eller divergenta:
o0

nd+1
A. _—
g;n&+n+2
2. 3" 4 5" 4 6"

7n

n=1

3
2nlnn’
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En liten kloss glider pa ett bord mot ett mal. Lat x vara avstandet fran
klossens framkant till malsnoret. Vi antar att klossens hastighet bara beror
pa avstandet till malpunkten, dvs att hastigheten v ar en funktion bara av
x. Lat klossen starta vid punkten x = 1. Hinner klossen fram till malsnoret
pa andlig tid? Kan du avgora detta i nedastaende fall?

A v=/z

B.v=ux.

En funktion ar definierad i intervallet —1 < x < 1 enligt féljande:

1
(@) — omz=1/n, n==+1%2, ...
=qn

0 for ovrigt.

Anvand derivatans definition for att avgora om funktionen f har forsta
respektive andra derivata i origo.

Hérled formeln for volymen av den rotationskropp som uppstar da omradet
mellan z-axeln och kurvan y = f(x) roterar runt z-axeln. Skriv ocksa upp
lampliga villkor pa funktionen f for att formeln ska gélla.
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Nér en fjader stréacks eller trycks ihop ar kraften proportionell mot fjaderns
langdéandring (Hookes lag). For en viss fjader giller att belastningen 250 N
ger en langdéndring av 5 cm. Bestdm det arbete som krivs for att ténja
ut fjaidern 10 cm fran jamviktslaget. (Ur Persson och Boiers: Analys i en
variabel)

Vid en provskjutning beriiknas en projektil folja parabeln y = 1 — 22, —1 <
x < 1. Hur néra origo kommer projektilen?

Berdkna med lampligt valt Maclaurinpolynom (Taylorpolynom kring ori-
go alltsa) ett ndrmevirde till cos(1/10) sa att absolutbeloppet av felet &r
mindre 103,

Bestam Taylorpolynomet av grad 2 kring origo till funktionen f(z) =
V25 + z. Anvind det for att berikna ett narmevirde till v/26. ar felet sikert
mindre dn 0, 0017

I en viss bakteriepopulation rdknar man med att tillvaxttakten &r propor-
tionell mot méngden bakterier. Om proportionalitetskonstanten &r 0,01 och
méngden bakterier vid tiden ¢ = 0 ar 1000, stéll upp en differentialekva-
tion for méangden bakterier vid tiden ¢ och 16s den. Hur lang tid tar det for
bakterikolonin att férdubblas i storlek?

du u .
Differentialekvationen %= RO beskriver spdnningen u vid tiden ¢ da en
kondensator med kapacitans C laddas ur over ett motstand med resistans

R. Los differentialekvationen om R =1, C' = 0,2 och u(0) = 10.



