KTH Matematik

SF 1625 Envariabelanalys for M1
Kontrollskrivning 1A
torsdagen den 5 november 2009 klo 08.15

Inga hjalpmedel ar tillatna. Forklara allt Du goér. Svaren maste motiveras.
Kom ihag logaritmisk derivata.

1. Berakna derivatan av funktionen

y=In(vz2+1+2z)+n(Va2+1—-2x)

genom att derivera varje term for sig och sedan forenkla summan sa langt maojligt.
Vilken slutsats kan man da draga om sjalva funktionen?

2. Skissa kurvan
y=av4— a2

ordentligt. Det skall tydligt framga vad denna funktion har fér (naturlig) defini-
tionsméngd (definitionsomrade, domén) och vérdeforrad (vardeméngd) samt var tan-
genten till kurvan ar parallell med nagon koordinataxel.

3. Du skall bygga enklast mojliga inhagnad for Ditt lilla husdjur genom att
stanga in det i ett horn av Ditt rum bakom ett spikrakt staket eller stangsel som har
langden en meter. Hur skall Du placera staketet for att inhdgnaden skall bli sa stor
som mojligt och hur stor blir da den inhdgnade arean?



SVAR till 1A:
1. Skriv f(z)=In(vVa?+1+z) + In(Va?+1—2z).
1 1
Man far f'(z) = -+ = —
@) Va2 +1 Va? +1

y = f(z) ar alltsa konstant, och denna konstant &r faktiskt noll.

= 0. Den ursprungliga funktionen

2. Skriv g(x) = 2®v/ 4 — 22 . Dess logaritmiska derivata #r ,

"(x d 1 3 x 43—
L(;((a:)) = = <31n\x| + 5111(4 — m2)> = T2 == ﬁ , med
nollstillena = = +v/3 .
Def.mangd: —2 < x < 2, vardeforrad: —3V3 <y< 3v3 . Max ar g(\/g) och min
ar g(—\/g) ; 1 dessa punkter ar tangenten vagrat, liksom dven i origo.
I andpunkterna x = £2 ar tangenten lodrat.

3. Lagg hornet i origo och lat rummet beskrivas av en del av forsta kvadranten. Stall
staketet mellan punkterna (z,0) och (0,y). Inhdgnadens area blir A = zy/2 . Att
staketet har lingd 1 betyder att 22 +y* =1 (#).
Vi skall alltsa maximera A under bivillkoret ( # ). Vi léser dérifran ut att y =
V1 —2a?  varfor vi skall maximera h(x) =24 =zv1— 22 .

2
Derivatan h/(z) =--- = \1/17_273;2 blir noll d& x = 1/v/2 . DA blir ocksa
y=1/ V2 . Detta betyder att staketet stiills mot viggen med vinkeln 45 grader, och
att inhdgnaden blir en halv kvadrat med area 1/4.



KTH Matematik

SF 1625 Envariabelanalys for M1
Kontrollskrivning 1B
torsdagen den 5 november 2009 klo 08.15

Inga hjalpmedel ar tillatna. Forklara allt Du goér. Svaren maste motiveras.
Kom ihag logaritmisk derivata.

1. Varje tangent till kurvan

1
C : y=exp <§—2x2>

har en lutningskoefficient k. Vilka lutningskoefficienter forekommer for denna kurva
C', dvs for vilka k-varden finns det en tangent till kurvan C', som har just denna
lutning? (Har kurvan en tangent i varje punkt?)

Inledning. Ett vanligt optimeringsproblem lyder sa: Finn det maximala vardet
for produkten x™y"™ , da man pa forhand vet att summan x + y = ett givet tal.
Har &r m och n positiva heltal (eller bara positiva tal). Vi specificerar uppgiften
till foljande:

2. For vilka tal  och y antager uttrycket =™ y" sitt storsta varde, om man kraver
att punkten (z,y) skall ligga pa linjen = + y = m + n i forsta kvadranten?

(Den som tycker det ar enklare med siffror far gdrna antaga att m =3 och n =4 ).

3. Betrakta for 0 < z <1 funktionen

y = arccos x — arcsin \/ 1 — 22 .

Derivera den och forenkla resultatet sa langt mojligt. Vad kan man sedan sdga om
sjalva funktionen?



SVAR till 1B:

1
1. Skriv y = f(z) = e 20 1/2 exp <§ — 23:2) . Tangentens lutningskoefficient

(Ik) k i punkten (zo, f(zo)) ges av derivatan i punkten, k = f’(zg) . Fragan ar
alltsa: Vilka virden antager derivatan f'(x) ?

Detta undersoks enklast genom att soka max och min for f’ genom att se efter var
derivatan av f’', dvs f” . &r noll.

1
Andraderivatan av f ar f”(z) = (162% —4) exp <§ — 23:2> , med nollstallena x =

1
+1/2 . Forstaderivatan f'(x) = —4x exp < 5~ 22° ) har dérfor det maximala vardet

1 1
f'(=1/2) = —(—4-1/2) exp (5 - 5) =2¢” = 2. P s s blir det minimala viirdet
f'(1/2) = --- = —=2. Vidare gar f(z) mot noll di = gar mot 4oo. Derivatan

antager darfor alla varden mellan 42 inklusive +2.
Svar: Alla k-varden —2 < k < 2 forekommer som lutn.koeff. for kurvan y =
flz), —0o<z<00.

2. ... Maximera f(z) =2™(L — )", ddr L = m + n . Den logaritmiska derivatan
ar p p
/ =2 = 2 (1 (L —z)) =2 - ™ .=
f'@)/f(@) = — I |f@) = = (mma+nhl-r)) == - ——
Lim —
—M , som blir noll da x =m och y=n .
(L — x)
3 Derivatan blir f/(z) = = ! — ! =0, varav f(z) =
o V1 — 22 V1 — 22 ,

const. =---=0,foralla 0<x<1.



