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Tentamen best̊ar av 7 uppgifter som ger totalt högst 36 poäng. Tentamenspoäng och
bonuspoäng adderas. Uppgifterna 1-6 ger högst 5 poäng vardera och uppgift 7 ger högst 6
poäng. Preliminära betygsgränser: A: 32- , B: 28-31, C: 25-27, D: 21-24, E: 18-20, FX:
16-17.

1) L̊at f(x) = cos2 x p̊a intervallet (−π, 0).
a) Bestäm en Fourier-cosinusserie för f över detta intervall. (1p)
b) Bestäm en Fourier-sinusserie för f över detta intervall. (4p)

2) Bestäm konstanten C s̊adan att funktionen (5p)

Kn(x) = nC cos(
nπx

2
), d̊a

−1

n
< x <

1

n
; Kn(x) = 0 d̊a |x| ≥ 1

n
,

blir en positiv kärna över intervallet (−1, 1). (Motiveras ordentligt!)

3) Bestäm en lösning med period 2 till differential-differensekvationen (5p)

y′(t) + y(t− 1) = cos2 πt.

(5p)
4) L̊at

f(t) =
∞∑
n=0

cosnt

2n
.

Beräkna integralen ∫ π

−π
|f(t)|2dt.

5) Redogör i stora drag hur man löser följande problem:
a) Värmeledningsekvationen för en metalltr̊ad av ändlig längd. (1p)
b) Värmeledningsekvationen för en metalltr̊ad av oändlig längd. (2p)
c) Dirichlet-problemet i Enhetsskivan.

(2p)
6) Bestäm distributionsderivatan f ′′′ d̊a

f(x) = |x2 − 1|, −∞ < x <∞.

7) L̊at {φn}∞n=0 vara ett fullständigt ortonormalsystem i ett inre produktrum. Sätt

gn = φn+1 + aφn, där a 6= 0.

a) Visa att {gn}∞n=0 är linjärt oberoede. (2p)
b) Visa att {gn}∞n=0 är ej fullständigt för |a| ≤ 1. (2p)
c) Visa att {gn}∞n=0 är fullständigt för |a| > 1.

(2p)
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1a) Vi har cos2 x = (cos 2x+ 1)/2, s̊a vi f̊ar dess Fourier-cosinusserie:

cos2 x =
1

2
+

1

2
cos 2x.

1b) För att f̊a F-sinserien måste vi ha en udda funktion över intervallet (−π, π). Därför
utvidgar vi f = cos2 x som en udda funktion f(x) = − cos2 x över (0, π). Fourier-sinus
koefficienterna kan beräknas (anta n 6= 0, 2)

bn(f) =
2

nπ

(
1 +

2

n2 − 4

)
((−1)n − 1)

samt b0 = b2 = 0. Vi f̊ar

cos2 x =
4

π

∞∑
m=0

1

(2m+ 1)

(
2

(4− (2m+ 1)2)− 1

)
sin((2m+ 1)x).

2) Enligt Sats 2.1 i textboken ska tre kriterier vara uppfylda:

Kn(x) ≥ 0,
∫ 1

−1
Kn(x)dx = 1, lim

n→∞

∫
δ<|x|<1

Kn(x)dx = 0,

för alla δ > 0. Det inses lätt den första och sista kriterierna är uppfyllda. Beräknar vi
integralen, och sätter vi vilkoret ∫ 1

−1
Kn(x)dx = 1,

f̊ar vi att C = π/4.

3) Sätt y(t) =
∑∞
−∞ cne

inπt och f(t) = cos2 πt =
∑∞
−∞ fne

inπt. Insättning i differential-
differensekvationen samt koefficientidentifiering ger

cn =
fn

inπ + (−1)n
.

Vi har

fn =
1

2

∫ 2

0
cos2(πt)einπtdt,

som ger

f0 =
1

2
, f±2 =

1

4
, fn = 0, n 6= 0,±2.

Detta ger

c0 =
1

2
, c±2 =

1

4

1

1± 2iπ
, cn = 0, n 6= 0,±2.

Allts̊a

y(t) =
1

2
+

1

4π2 + 1

(
1

2
cos 2πt+ π sin 2πt

)

4) Använd Parsevals formel

1

π

∫ π

−π
|f(t)|2dt =

1

2
|a0|2 +

∞∑
n=1

(
|an|2 + |bn|2

)
.



Detta ger med a0 = 2, an = 2−n för n ≥ 1, bn = 0

1

π

∫ π

−π
|f(t)|2dt = 2 +

∞∑
n=1

2−2n =
7

3
,

dvs ∫ π

−π
|f(t)|2dt =

7π

3
.

5) Se i textboken.

6) Sätt
f(x) = (x2 − 1) (1− 2H(x+ 1) + 2H(x− 1)) ,

där H är Heaviside funktionen, och derivera. Använd även att (x2− 1)δ(x± 1) = 0 etc...
Vi f̊ar

f ′ = 2x (1− 2H(x+ 1) + 2H(x− 1)) + (x2 − 1) (−2δ(x+ 1) + 2δ(x− 1))

= 2x (1− 2H(x+ 1) + 2H(x− 1))

f ′′ = 2 (1− 2H(x+ 1) + 2H(x− 1)) + 2x (−2δ(x+ 1) + 2δ(x− 1)) =

2 (1− 2H(x+ 1) + 2H(x− 1)) + 4δ(x+ 1) + 4δ(x− 1)

Derivera en g̊ang till s̊a f̊ar man

f ′′′ = 4 (δ′(x+ 1)− δ(x+ 1) + δ′(x− 1) + δ(x− 1)) .

7a) Vi har

0 =
N∑
n=0

angn = aa0φ0 +
N∑
n=1

(aan + an−1)φn + aN+1φN+1.

Eftersom φn är ortogonal, s̊a är de linjärt oberoende, därför är

a0 = 0, aN+1 = 0, aan + an−1 = 0, n = 1, · · · , N.

Eftersom a 6= 0 ger detta rekursivt an = 0, dvs linjärt oberoende.

7b-c) L̊at f vara en given funktion i det givna inreproduktrummet. Vi har

f =
∞∑
0

cnφn, cn =< f, φ > .

Om ortogonalsystemet {gn}∞0 inte är fullständigt s̊a vill vi finna f 6= 0 s̊a att 0 =< f, gn >
för alla n. Detta ger ā < f, φn > + < f, φn+1 >= 0 som i sin tur efter iterationer ger, där
γn =< f, φn >:

γn+1 = −āγn = · · · = (−ā)n+1γ0

Valet γ0 = 1 ger γn+1 = (−ā)n+1. Dvs f =
∑

(−ā)nφn. Konvergensfr̊agan avgörs av
värdet p̊a a! Använd Parsevals formel:

‖f‖2 =
∞∑
1

|γn|2 =
∞∑
1

|(−ā)n|2 =
∞∑
1

|a|2n =
1

1− |a|2
,

d̊a |a| < 1 annars divergerar serien.
Allts̊a, d̊a |a| < 1 s̊a finns det en funktion f =

∑
(−ā)nφn som är ortogonal mot alla

gn, dvs systemet blir ej fullständigt. Om |a| ≥ 1 s̊a är systemet fullständigt, eftersom det
inte finns n̊agon funktion f som är ortogonal mot systemet.


