SF1633 Differentialekvationer I.
MODULUPPGIFTER 3b.
Fourierserier och partiella differentialekvationer..

1. Undersok om funktionsféljden {1, cosnt, simt} d&rm=1, 2, ...... ochn=1 2, ........ ar
ortogonal paintervallet (- m,nt) . Uttryck darefter den 2 -periodiska funktionen f med hjalp av
dennafunktionsfoljd da f(t) =t, - n <t<m.

2.

a) Visaatt {sinnx} ,n=1, 2, 3, utgdr en méangd av ortogonala funktioner paintervallet [0,x].
b) Skriv funktionen f(x) =sin®x paintervallet [0,7] som en linjarkombination av 1ampliga
ortogonaa funktioner ovan.

c) Antag att funktionen f(x) = X’ +1 , 0< x <3 &r utvecklad i foljande tre serier: en Fourierserie,

en cosinusserie och en sinusserie.
Ange det varde mot vilket respektive serie konvergerar mot for x = 0.

3. For den 2 -periodiskafunktionen f galler att: f(t) =n®-t* ,- n<t<m.
Bestam f:s fourierserie.

. _ ¥ 1 ¥ (-1t
Anvand sedan den erhdlina serien for att berskna summorna § —- och 3 ¢ n)2 :

n=1 n=1
4. Bestam Fourierserien till den 2-periodiska funktionen f(x) =[x|+ x ,- 1<x <1.
Bestdm vidare Fourierseriens varde for x = 1.

s cos(nmx)

2
5. | ett tabellverk hittar man att s(x):aT ar likamed %(3x2- 6x+2) , da Ok x<1.
n=1

Berékna s(- 8 /3).

¥
6. Bestam koefficienterna b, , n=1,2,3,.... sdatt cos2x :é b sinnx dA0<x <.

n=1

7. Bestdm allmannaldsning till differentialekvationen y &+ 5y = f(x) ,
dar f(x+2x) =f(x) ochf(X)=x ,- m <x<um.

8. Den vertikala forflyttningen u(x,t) for en oandligt 1ang strang beskrivs av begynnel se-
L0 ot

I 27 ap2 0
vardesproblemet: { oxt ot

[u(x,0) =1 (9 %’(X,O):g(x) |

- ¥< X<¥ t>0

jz=x+at
a) Genomfor transformationen av vagekvationen med hjalp av substitutionen 1 vEx-at
V=X -
b) Harled I6sningen till den i @) erhdllna differential ekvationen.
c) Harled |6sningen till begynnel sevardesproblemet.
d) Tolkadet resultat som erhalles da begynnel sehastigheten g(x) = O.



9. For en vibrerande strang med ett luftmotstand som &r proportionellt mot hastigheten &
Lu, = a’u,, - 2huy, na
randvéardesproblemet: | u(o,t) =u(L,t)=0 , dar 0<h< T
fu(x,0) = f(x), u(x0 =0
Bestam utslaget u(x,t) . Vilken inverkan har luftmotstandet pa strangens rorel se?

. . . . a°u_ 9% . .
10. L0Os den partiella differentialekvationen a?:4a? iomradet O<x<m, t>0

med randvillkoren u(0,t) = u(x,t) = 0 och

. . . aou
begynnelsevillkoren u(x,0) =sin2x+4sin4x och Elt:o =0.

11. Losfoljande variant av varmel edningsproblemet:
1 9%u(xt) _ au(xt)

, 0 <x<m ,t>0

I ox? ot
au(0,t) _ au(m ,t) =0 . t>0
0X oX

1
i
i
1
|

~U(X,0) :%(1+3005x) , 0<x<m

12. L 6s begynnel sevérdesproblemet
N 2
[Q%=QH, O<Kx<m t>0
I oXx ot

i uOt)=u(x,t)=0 ,t>0

i

[

u(x,0) =sinx+10sin3x , <xx<mzm

13. Bestdm genom variabel separation den 16sning till den partiella differentialekvationen
ug =ug+ u som uppfyller villkoret u(x,0) =3e™> +2¢ *.

14. En strang &r inspand pa x-axeln sa att den har sinaéndar i x =0 och x =1.
Vidtiden t = 0 befinner den sig i vilamen utsétts for ett hammarslag som ger den en

. ih,}<x<§
begynnelsehastighet av g(x) =i 4 4 .
10, for ovrigt
e . o o : 0%u _9%u . ..
Bestam forflyttningen u(x,t) davagekvationen 2 = pre satisfieras.

15. Lét u(x,y) beteckna den stationéra temperaturfordelningen i en tunn kvadratisk platta

2 2
0<x<1 , 0<y<1, (u uppfyller alltsd Laplaces” ekvation ‘;—XE +i—l; =0) med
y

randvillkoren %:(O, y) :%(L y)=0 ,u(x,0)=0 och u(x,) =cos4nx .

al 1p

Bestdm temperaturen i mittpunkten (x,y) = St



16. Véarmeledningsproblemet
132 _u
fox ot
fu(0,t) =0 ,u(Lt) =10 kan lGsas genom att man satter v(xt) =u(x,t)- 10x.
Tu(x,0) =0
i
a Visaatt v(x) uppfyller

9% _ v

fox® ot

ivio)=0 ,v@, t)=0 .
}v(x,0)=-10x

[
b. L6sP.D.E.-problemet for v och bestdm sedan u .

SVAR:

L {1, cosmty =0 {1, sinnt) =0 {cosmt, simt)=0 {cosmt, cosnt}=0
( 1)n+1 .
{sinmt, simt)=0 t~2an:l ——sinnt

0°+1+3+1 11
2 2

. . 1. . .
2. d) {sinnx,sinmx} =0 b) Slnsngsmx- Zsme c) Fourierserien:

. . 0%+1+07+1 . . 0%+1- (0" +))
cosinusserien: T =1, sShusserien: > =0
( )n+1 1 p2 (1)n+l p2
3. f(t +4 — = och =
®- 3 al n’ n" 6 a n> 12
¥ _ ..
4, f(x)~—+é%2cosmE 1cosnnx+2 cosnm sinnﬂ:xl’J
2 a1 ()’ Nt
f(1+) +f(2-) _0+2x

2

¥
[o]
cosnt a

Fourierseriens summafor x =1 blir medelvardet =1.

J'I:Z

5. 8/3)=-—
(- 8/3) 18
4n
6. b, =0 ,n jamnt och bn:Z— , n udda
p(n® - 4)

¥ n
7. y=y,+y, =AcosJ/5x +BsinJ/Bx + 4 ﬁsinnx
nl

2

d uZ _0.

b) Den transformerade differentialekvationen har [dsningen: u =F(2) + G(v)
vilken i de gamlakoordinaternages av u(x,t) = F(x +at) + G(x - at).

f(x +at)+f(x - at)

2 2
d) Da begynnelsehastigheten g(x) = 0 bestar [Gsningen av en superposition av tva staende vagor.

8. a) Den transformerade differential ekvationen blir:

c) Begynnelsevardesproblemet har 16sningen: u(x,t) =

g(x)dx



¥
9. Utslaget gesav u(x,t) = & a.e "Jw? +h*sin(a +mt)sinnLLX
n=1

ﬁnﬂ:o

e L o -h°

2 nmcX
dir a. = = ¢ in—dx . t == och ®
a a, de(X)Sm - X , tana h oc

L uftmotstandet pa stréngens rorel se ger upphov till foljande effekter:
Exponentiellt dampad amplitud, avtagande frekvens o och en fasférskjutning o .

10. u(x,t)=cos4t sin2x+4cos8t sin4x
1

11. u(x,t):—+§e'tcosx
2 2

12. u(x,t)=sinx e'+10sin3x e
13. u(x,0) = 3e'5X'6y+2e'3X"‘y

nm 3nm
14. u(xt)= a (cos— - cos—)snnnxsnnnt
a=1 (N )2 4 4

apy _ @iy 11 1
15. u(x,y)=WCOS4DX U(E’E):e2p+e'2p

¥
16. v(xt)=Q (- J)”?e'” Ptannmx  u(x,t) = v(x,t) +10x
- 7T



