KTH Matematik

Tentamen i SF1643 Tal och Funktioner
14 januari 2010

Inga hjalpmedel ar tillatna. Varje uppgift ger maximaipoang. For betyg E (godkant), D, C, B,
A kravs minst 12, 15, 18, 20 repektive 22 poang inklusiverguella bonuspoang. Om 10 — 11
poang uppnas finns mojlighet att komplettera inom fyrekee. Kontakta i sa fall kursledaren.

LYCKA TILL!
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1. Los ekvationenln z — In — = In(z + 4).
€T

Losning Eftersomnz—In 2 = In 2, ekvationen ovangeln &' = In(z+4) < 22 = 2(z+4) <
2> —2x — 8 = 0 & x = 4 ellerz = —2. Verifierar ldsningarna: for = 4 stammer ekvationen,
och darforz = 4 ar en losning; forr = —2 arln x ej definierad, och-2 ar ingen losning.
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b) Hitta ett komplext tak som uppfyller ekvationer: - (2i + 3) = 1.

A 1 (3-2)  __3-2 _ 3 .2
Losning.z = 213 (3120(3-2) _ 13 13 ‘13-
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¢) Berakna: } = = -} k= ((5+6+7++25)+(2B5+24++5))/2 =

1 k=5 k=5
£21(5+25)/2 = 63.

3.a) Los ekvationer2® + 2% = 6.

Losning.Betecknay = 2*. Ekvationen bliry? + y — 6 = 0. Denna har ldsningay = 2 eller
y = —3. | termer avr koordinaten har vi2* = 2, dvs,x = 1; den andra losningen g&* = —3,
vilket ar omdjligt. Den enda losningen ar alltga= 1.

b) LOs ekvationem/5 4 2x =1 + .
Losning.Kvadrerars + 2z = (1 4+ x)? & 2° = 4 & x = 2 ellerx = —2. Verifierar: forx = 2
har vi: /9 = 3 stammer; forr = —2 har viv/1 = —1, stammer ;.

c) Bestam samtliga rotter tilkin 2z = ?
Losning.Ekvationen ovan har 2 serier av losningar:
2z = T + 27k, k heltal, vilket gerr = $ + 7k, k heltal, och
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2z =7 — T + 27k, k heltal, vilket gerr = 22 + 7k, k heltal.

4. Los olikheten 0 ] <4 —z.
s

Losning.Olikheten ar ekvivalent me§-=-2tl < ¢ & E=DE=2) < o vj gor en teckentabell
for att analysera det sista uttrycket.

x -1 1 2
r+1 |- 0 + + +
r—1 |- - 0 + +
r—2 |- . -0+
LA T ejdef. + 0 - 0 +

Svar: ollkheten aruppfylldom < —1eller1 <z < 2.

5. Bestam alla reella tal som uppfyller attos <g — 3x> = lochtanz < 0.

Losning.Obs. attcos (g — 395) = sin 3xz. Ekvationen ovan kan skrivas om sciim 3z = 1.
Denna har losningaBxr = 7 + 27k, k heltal. Darforz = ¢ + %”k k heltal. Vi kan dela upp
denna foljd av losningar i tre delfoljder (rita pa endwtkeln!):

r =% +2nk, k heltal,

=7+ 2 4 2k = 2 4 2k, k heltal,

v =72+ 2k =3 + 27k, k heltal.
Verifierar det andra villkoret, dvsan 2 < 0, for vara losningar:

tan(f + 27k) = tan(g) > 0,

tan(‘r’7r + 27k) = tan(“) <0,

tan(%r + 27k) = tan(%r) ej definierad.
Svar:z = 3¢ + 2rk, k heltal

Antag att for nagot galler att7* + 5 ar Jamnt delbart med 6. Det betyder att+ 5 = 6p for
nagot heltap. Med hjalp av detta antagande behover vi vis&/att + 5 ar jamnt delbart med 6,
dvs att7**! + 5 = 64 for nagot heltal.

T 5 =774+ 35-354+5="T(T"4+5) —30 =T7(6p) —6-5=6(Tp—5).
Detta tal ar jamnt delbart med 6 efters¢iip — 5) ar ett heltal.
Enligt induktionsprincipen, &" + 5 jamnt delbart med 6 for varje > 1.

7. Bestam alla komplexa rotter till ekvationeh = 2. Skriv rotterna pa formen + bi (d.v.s., pa
rektangular form).
Losning.Sok = pa formenz = re®:



Det ger oss:
r=29%, 80=0+2nk, k:0,1,2,...,7<:>9:£k, k=012 T
Pa rektangular form:
20:2§60:2%,
2 = 25¢/* = 25 (cos T + isin T) = 25 (
2y = 25¢i™/2 = 254,
1 . 1 .
23 = 254 = 25 (— L 4 Z%).

1 1 \/5
24 = 2§ei7r/2 = —2§,
1 .
2 = 25¢i™/2 = 9%,
_olr1 !
2y = QS(E — Zﬁ)-

) . - . 3\°
8. Bestam koefficienten vid” i utvecklingen av(x2 — —) .
T

Losning Enligt Binomialsatsen(z? — £) = S8 (3)(a2)k (—=2)"" = 28 (8)a-G-R)(_3)8-k =

Do ()25 (=3)5
Vi far termen som innehaller om3k—8 = 7, dvsk = 5. Denna term har forme() (—3)*~5z".
Koefficienten vidz" ar

8 8l 6-7-8
3P = — (=3 =— 33 = —1512
(5)( ) 5!3!( ) 3.2




