KTH, Matematik
Maria Saprykina

Tentamen i SF1643, Tal och Funktioner, 12-01-2011 .

Inga hjalpmedel tillatna. Samtliga uppgifter poarttsaned maximalt 3
poang vardera. Fullstandiga losningar kravs for fdiang. Motivera val
och skriv prydligt och ordentligt. Redovisa losningarrdegtt sadant satt att
berakningar och resonemang ar latta att folja.

Preliminara betygsgranser: A—22 poang, B—20, C-185DE+12, Fx-10.
Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckamtakta i sa
fall Maria Saprykina (masha@math.kth.se).

1 a). Berakna exakios -

. 1 - .
Losning: cos 17T—2 = COos (5 . %) Kom ihag:cos 2z = cos’z — sin’x =

cos? x— (1 —cos? z) = 2 cos® x—1. Darforcos? z = <241, och for2z = ¢

far vi cos? % = L;“

. V3
2 vra? T 2 (1 m\ _cosgtl B4l Byo i
| vart problemicos® & = cos? (1 - F) = =5 = 2= = Y32 gutli

gen,cos 75 = ¥ ‘/f”. Vitog roten med %" eftersom vinkelny; ar mindre
an 7 till absolutbelopp, och har darfor positiv cosinus.

3
1 b). Bestam vardein ( 2 arctan 1

Losning: sin (2 arctan (%)) = 2sin (arctan (%)) - COS (arctan (%)) Vida-
re, arctan (2) &r en vinkel mellan O ochr/2 vars tangens &8/4. Man
kan anvanda ratvinklig triangel for att berakna sittarctan (3) = 2,

cos arctan (%) = %.

Svar:sin (2 arctan (%)) =2. % . % = %.

2. Los foljande ekvationer:

a).In /6 + e* = z.
Losning: Eftersom logaritmfunktionen ar injektiv, ar detta ekafent med
V6 +e* = e®. Betecknay = e* (kom ihag att beteckningen kraver att
y > 0). Vi far ekvationen

6+y=1y.

Kvadrera:6 + y = y%. Rotterna ai = 3 ochy = —2. Vi maste verifiera att
rotterna loser ekvationeyi6 + y = y. Roteny = 3 passar. Rotep = —2
uppfyller anda inte kravet > 0, och ar darfor ointressant.
Svar: x = In 3.
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b). 3% = 27.9% & 3% = 33 . (3?)* & 33 = 33+2%, Eftersom exponential-
funktionen ar injektiv, ar detta ekvivalent méad = 3 4 2z. Losningen ar
r = 3.

C).Inz+In(z — 1) = In(x + 3).

Losning: Ekvationen kan skrivas omn z(z — 1) = In(x + 3). Eftersom
logaritm-funktionen ar injektiv pa dess definitionsrgénar detta ekviva-
lent medz(z —1) = x+ 3 (OBS: ekvivalensen galler bara for delar bada
ekvationer har mening). Den sista ekvationen har ratter3 ochx = —1.
Verifiera att rotterna uppfyller den ursprungliga ekvaga. Forr = —1
har ekvationen ingen mening, darfén ar ingen rot. Insattning av = 3
ger ratt identitet.

Svar: z = 3.

3. LOs ekvationeros z = sin (2;1: + 2)
Ekvationen kan skrivas om:

=eos (5= (2 §)) = eon (5 -22)
COS X = COS 5 T 1 = COS 1 T .

Denna har 2 serier av losningar. Den forsta: ar T~ 2x + 2k, k € Z,
vilket ger, efter omskrivning,

T 2
= — + -7k keZ.
x 12+37T, €

Den andra ar-r = 7 — 2z + 27k, k € Z, vilket ger, efter omskrivning,

wz%—i—%rk, ke

4. Los ekvationefr + 1| + |z — 2| = 5.
Losning: Enligt definition,|z+1| = 2+1forz > —1 och|z+1| = —(z+1)
forz < —1. Pasammasatyy —2| = r—2forz > 2och|z—2| = —(z—2)
for z < 2. Betrakta 3 fall.
Fall 1: x < —1. Ekvationen har formen-(z + 1) — (z — 2) = 5. Denna
har rotenx = —2, som ligger i intervallet: < —1. —2 ar en rot till den
ursprungliga ekvationen.
Fall 2: —1 < z < 2. Ekvationen har formefr + 1) — (x — 2) = 5. Denna
har inga rotter.
Fall 3: x > 2. Ekvationen har formef + 1) + (x — 2) = 5. Denna har
rotenz = 3, som ligger i intervallet: > 2. 3 ar en rot till den ursprungliga
ekvationen.
Svar: Ekvationen har rotter = —2 andxz = 3.

5. Berakna den aritmetiska summbag 5 + 9 + - - - + 89.
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Losning:Vi behover veta antal termet, i summan ovan. Term nummer
i summan har formi + 4(k — 1). Sista termen &9 = 1 + 4(n — 1), och

darfor ar antal termer = 23. Hela summan af = 2259 — 4593,

6. Los olikhetenr + § < 5.
xr
Skriv om olikheten:
2 —5x+6
— <
xXr

Tecknet hos vansterled kan undersokas med hjalp avritdbell.
Svar:Olikheten ar uppfylld fore € (—o0,0) ellerx € (2, 3).

(x —2)(x—3)

0 < 0.

7. Bestam alla komplexa rotter till ekvationeh= 21/2i.

Losning. Skriv om HL p& polar form2v/2i = 2v/2¢™/2. Sokz p& formen
0+

Z =Te . ‘ ‘ ‘
(T,eze)?) — 7,3637,0 — 2\/5’& — 2\/56’”‘—/2.
Det ger oss:
p
r=+2, 30=nr/2+2rk, k:0,1,2@9:%+§k, k=012

Pa rektangular form:
2 = V2e5 = \/E(cos%j%sin%) = \/§<§+%>,
2 = 2eF = \/5(008%” +isin%“) = \/§<_§ + %>,
2 = \/2eF = \/5((:08377r -+ ¢sin 37”) = —/2i,

8. Visa med hjalp av induktion att tal&t™ — 1) ar delbart med 7 for alla
n > 1.
Losning. Verifiera att pastaendet ovan galler foe= 1: 8 —1 = 7 ar delbart
med 7—ratt.

Vidare, anta att for nagatgaller:(8*—1) ar delbart med 7, dus* —1) =
7a for nagot heltak. Vi verifierar att under detta antagande galler aven att
(81 — 1) ar delbart med 7.

ghtl _1=7.884+8 —1=7.8"+7a.

Vid sista steget har vi anvant induktionsantagandet.tTales* + 7a =
7(8% + a) ar delbart med 7, och induktionssteget ar klart.
Induktionsprincipen medfor att pastaendet gallerdiia n.



