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Lösningsföslag till KS 1A

i SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner

för CELTE, vt 2010.

• Varje uppgift ger maximalt 3 poäng.
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1. Beräkna det arbete som kraften F = (xy, y,−yz) uträttar längs kurvan
C, given av r = (x, y, z) = (t, t2, t), där t : 0 → 1.

Lösning:∫
C

F · dr =

∫ 1

t=0

(t3, t2,−t3) · (1, 2t, 1) dt

=

∫ 1

0

(t3 + 2t3 − t3) dt = 2

∫ 1

0

t3 dt =
2

4

[
t4

]1

0
=

1

2
.

2. L̊at D vara halvrummet {(x, y, z) ∈ R3 : y > 0}, och l̊at

F =

(
3x2,

z2

y
, 2z ln y

)
i D.

(a) Visa att rotF = 0 i D.

Lösning:

rotF =

∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

∂/∂x ∂/∂/∂y ∂/∂z
3x2 z2y−1 2z ln y

∣∣∣∣∣∣ =

(
2z

y
− 2z

y
, 0− 0, 0− 0

)
= 0.
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(b) Eftersom D är enkelt sammanhängande följer det fr̊an (a) att F =
gradφ för en potentialfunktion φ. Bestäm ett s̊adant φ.

Lösning:

∂φ

∂x
= 3x2 =⇒ φ = x3 + g(y, z) =⇒

∂φ

∂y
=

∂g

∂y
(y, z) = z2y−1 =⇒ g = z2 ln y + h(z) =⇒

φ = x3 + z2 ln y + h(z) =⇒
∂φ

∂z
= 2z ln y + h′(z) = 2z ln y =⇒ h(z) = C =⇒ φ = x3 + z2 ln y + C.

(c) L̊at C vara en kurva som g̊ar fr̊an (1, 1, 1) till (1, 2, 3) i D. Beräkna
linjeintegralen ∫

C

F · dr.

Lösning:∫
C

F · dr =

∫
C

grad · dr =

∫ (1,2,3)

(1,1,1)

dφ

= φ(1, 2, 3)− φ(1, 1, 1) = 1 + 9 ln 2− 1 = 9 ln 2.

3. L̊at φ vara en funktion och F ett vektorfält. Använd indexräkning för
att visa att

rot (φF ) = gradφ× F + φ rotF .

Lösning:

[∇× (φF )]i = εijk
∂

∂xj

(φFk) = εijk
∂φ

∂xj

Fk + φ εijk
∂Fk

∂xj

= [∇φ× F + φ∇× F ]i för i = 1, 2, 3 =⇒
rot(φF ) = grad φ× F + φ rot F .

Lycka till!
Olle.
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