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1. L̊at γ vara skärningen mellan halvsfären {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 +
z2 = 16, z ≥ 0} och cylindern {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 4}, och l̊at
F = (y2 + z2, x2 + y2, x2 + y2). Använd Stokes’ sats för att beräkna
linjeintegralen ∮

γ

F · dr,

där γ genomlöps motsols sett uppifr̊an z-axeln.

Lösning:

rotF =

∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
y2 + z2 x2 + y2 x2 + y2

∣∣∣∣∣∣ = (2y, 2z − 2x, 2x− 2y).

Om Σ är cirkelskivan {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 4, z = 2
√

3}, s̊a är
γ = ∂Σ och b = ez, och enligt Stokes är d̊a∮

γ

F · dr =

∫∫
Σ

rotF · n dS = 2

∫∫
x2+y2≤4

(x− y) dxdy = 0

av symmetriskäl (eller med hjälp av polära koordinater).
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2. L̊at Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0},
l̊at ∂Ω vara Ω:s randyta med den ut̊atriktade enhetsnormalen n, och
l̊at F = (x2,−2xy, 3xz). Använd divergenssatsen för att beräkna
flödesintegralen ∫∫

∂Ω

F · n dS.

Lösning: divF = 2x− 2x + 3x = 3x =⇒∫∫
∂Ω

F · n dS =

∫∫∫
Ω

divF dV =

∫∫∫
Ω

3x dV

=

∫ 2

r=0

∫ π/2

θ=0

∫ π/2

φ=0

3r sin θ cos φ · r2 sin θ drdθdφ

=
3

4

[
r4

]2

0
·
∫ π/2

0

(
1

2
− 1

2
cos 2θ

)
dθ · [sin φ]π/2

0

=
3

4
· 42 ·

[
θ

2
− sin 2θ

4

]π/2

0

· 1 = 3 · 4 · π

4
= 3π.

3. Beräkna rotationen av var och en av de sfäriska basvektorerna er, eθ

och eφ.

Lösning: F = Fr er + Fθ eθ + Fφ eφ =⇒

rotF =
1

r2 sin θ

∣∣∣∣∣∣
er r eθ r sin θ eφ

∂/∂r ∂/∂θ ∂/∂φ
Fr r Fθ r sin θ Fφ

∣∣∣∣∣∣
Fr = 1, Fθ = Fφ = 0 =⇒ roter = 0,

Fr = 0, Fθ = 1, Fφ = 0 =⇒ roteθ =
1

r
eφ,

Fr = Fθ = 0, Fφ = 1 =⇒ roteφ =
r cos θ er − r sin θ eθ

r2 sin θ
=

cot θ

r
er −

1

r
eθ.
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