KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2010-12-17, kl. 08.00-13.00.

SF1602 Diffint (envariabel), for F.

Hjdlpmedel: penna, papper, suddgummi.

For att tillgodordkna sig resultat fran denna del kravs krévs minst 5 av 6 moduler godkédnda fran
Del 1. For betyg A kravs 28 poéng, for betyg B kravs 20 poéng, och for betyg C kriavs 12 poéng.
Losningarna skall motiveras viél!

LOSNINGSFORSLAG TENTAMENSSKRIVNING: DEL 2

11. T en punkt pa kurvan y = e™*, & > 0, dras en tangent till kurvan. Koordinataxlarna

bildar tillsammans med tangenten en triangel. Vilken dr den storsta area en sadan
triangel kan ha? (5)

Lat a vara punkten genom vilken tangenten dras. Ekvationen for tangenten blir da
y—e “=—e"(z—a),

och trianangelarean A blir
1
A = 5(1 + G/)Qe_a.

Hér ar givet att @ > 0. Optimering ger maximum i a = 1, och maximala arean blir
2/e.

12. Berikna integralen
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Partialbraksuppdelning ger
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Svaret blir efter lite utrakningar
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13. Bestdm Maclaurin-polynomet (Taylorutveckling vid origo alltsa) av grad 499 till funk-
tionen f(z) = sin(x'%?). Beskriv dven resttermen pa nigon av standard-formerna. Vad
blir alltsa £ (0) for n =0, ...,499? (5)

V.g. vind!



14.

15.

16.

Eftersom

o
sint =1t — 5 + 150 cos(0t)
for nagot 6, 0 < 8 < 1 (Lagrange-form pa resttermen!), sa far vi att
f(z) = sin(x'%0) = 2190 — @ + ﬂ cos(0z'?).
6 120

Eftersom resttermen nu &r av typen 2°°° gdnger en begrénsad funktion, ger entydighets-
satsen for Taylorutvecklingar att vi har fatt fram Taylorutvecklingen till f(x) upp till
grad 499. Speciellt blir £(™ (0) = 0 utom da n &r delbart med 100, och f(1%9(0) = 100!,
309 (0) = —300!/6.

En kula slar med hastigheten vy in i en mjuk viigg av ett material, som kan antas
ge kulan en retardation som &r proportionell mot hastigheten. Sok sambandet mellan
hastigheten v, viggens tjocklek, b och proportionalitetskonstanten k om kulan nétt
och jamnt ska kunna trénga genom viggen.

Svaret dr sambandet vg = bk.

Vatten rinner med konstant fléde ur en kran. Det &dr alltsa utsatt for fritt fall, och man
ser att hastigheten v och fallhdjden y av en vattenmolekyl ges av

v? = vg + 2gy.
Har &r vg utloppshastigheten vid kranen, och g ar tyngdkraftsaccelerationen. Krandpp-
ningen #r cirkulér, och vi antar att vattenstralens tvérsnitt dr cirkulért (och centrerat
runt axeln lodriitt ned fran kranens mitt). Bestdm formeln som beskriver vattenstra-
lens utseende. M a o, bestéim sambandet » = f(y) mellan radien r och fallhéjden y.

Genom varje horisontellt tvérsnitt maste flddet vara lika. Detta ger sambandet

r=ro(l+ 29y/v3)71/4,

dar rg ar kranens radie.

Bestim ekvationer fér tangent och normal till kurvan (z —1)? + (y+1)% = 9 i punkten
(2,1).

Implicit derivering av ekvationen (z—1)%2+(y+1)% = 9 ger att 2(z—1)dz+3(y+1)%dy =
0. Stoppar vi in punkten (2,1) blir sambandet 2dz + 12dy = 0, dvs dz + 6dy = 0.
Ekvationen for tangenten blir hirur

(x—2)+6(y—1)=0.
Ekvationen for normalen blir istéllet

6(x—2)—(y—1)=0.




17. Finn den allménna I6sningen till differentialekvationen
" ! _.n, —x
y 2y fy=ate

dar n ar ett positivt heltal.

Man finner att den allménna homogena 16sningen blir y;, = (Cra + Ca)e %, eftersom
den karakteristiska ekvationen har dubbelrot i » = —1. En partikulédrlsning blir

xn+2 e

P Dn+2)°
sa den allménna losningen till DE blir

$n+2
=y, +yp= ————e T+ (Cix + Cr)e ",
Y= T = T D+ 2) (Cr+C)

dar Cq, Cy ar tva fria konstanter.



