Sallsamma attraktorer

(Strange Attractors)

till dynamiska system i diskret och
kontinuerlig tid

You can’t know how happy | am that we met
|’ m strangely attracted to you
Cole Porter, "It s allright with me”
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http://sprott.physics.wisc.edu/chaos/henon.gif

http://complex.upf.es/~josep/Chaos.html

Kvadratiska familjen
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Iterationer —
Diskreta dynamiska system

Xo ; " X7=f (%))

f

X g —>X2=f(X1)

il |

Xo — > x;=f(xg) 7 x=F )= fxg) T X e

Vad hander i det langa loppet?



Anvandningsomraden, exempel

 Newton-Raphsons metod (ekvationslosning)

 Modellering av dynamiska férlopp:
Populationsmodeller, vaderprognoser ...

— X, ar initialt tillstand ( t ex populationsstorlek)
— f beskriver tidsutveckling
— x,= f (x, ) prognos for tillstand en tidsenhet senare

—x.=f(x,_; ) prognos for tillstand vid tid n



Grafisk iteration

Fixpunkt: f(x) =x




Exempel: Kvadratiska funktioner

f(x)=1.5x(1-x)
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f(x)=1.5x(1-x)

Startvarde x,=0.1 resp x,=0.8
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f(x)=1.5x(1-x)

x =1/3 ar en fixpunkt
f(1/3) =1/3

och den ar en attraktor
(den ar attraherande eller stabil)

X, — 1/3ndrn — oo

for alla startvarden x,ndra 1/3



Nar ar en fixpunkt attraktiv?

* t(x) =1+ kx har fixpunkt x = 1/(1-k)

( 10sning till ekvationen t(x) = x )

Vi undersoker attraktivitet med grafisk iteration
— Attraktivom | k| <1. Bevis: ....

* Allmanna fallet: Om f(x) har fixpunkt p, ar
denna attraktivom ....?

— Attraktivom | f 7 (p) | < 1
(Bevisas t ex med hjalp av Medelvardesatsen)
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f(x)=3.4x(1-x)
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f(x)=3.4x(1-x), x,= 0.1
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f(x)=3.4 x(1-x)

har en periodisk bana av langd 2 (2-cykel)
p = 0.45 och g = 0.84

flo)=qochflq)=p
dvs flflp))=p och f{f(qg))=9

som ar attraktiv (stabil)

narliggande startvarden x, narmar
sig detta periodiskt forlopp

X,—> X, —>  —>=0.45 —>=0.84 —> =045 —



f (x) = 3.84 x (1-x) har en stabil
periodisk bana av langd 3 (3-cykel)
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f(x) =4 x (1-x) uppvisar
kaotisk dynamik pa ett attraherande interval
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Attraktorer

A sags vara en attraktor till en avbildning f: I — / om

¢ F(A)=A
° B till A

f n XiB
° A

A ar en sallsam attraktor om A dessutom
o ar geometriskt komplicerad

o stoder kaotisk dynamik,

tex |x,-y,l ~ e |xo= ol

eller >0sa Sa - >




Bifurkationsdiagram for f (x) = k x (1-x)
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Parametervarden k som ger stabila periodiska banor bestar av odandlig manga 6ppna interval

Sats: (Lyubich, Swiatek) Varje 6ppet intervall pa k-axelnl <k <4 |
innehaller k varden som ger attraherande periodiska banor (man
sager att de utgor en tdt delmangd)

Sats: (Benedicks, Carleson ) Om parametervardet k valjs
slumpvis med likformig sannolikhet i intervallet 1=k <4
har f(x) = k x (1-x) en kaotisk intervallattraktor med positiv
sannolikhet.

Mangden av dessa kaotiska k-varden innehaller inga interval, de utgor en s k Cantor mangd



Hénonavbildningen

. — . 2
Tn4+1 = Yn + 1 — ax,,

Yn4+1 = ba:-n .
Henon map: a=1.2, b=0.4, (xo,yo)=(0.1 ,-0.5)

H,p:

a=14,b=0.3

Eng Wikipedia

http://www-rohan.sdsu.edu/~rcarrete/teaching/M-538/lectures/codes/2D_map/pics/henon.jpg
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Exempel pa HEnondynamik

http://brain.cc.kogakuin.ac.jp/~kanamaru/
Chaos/e/Henon/

a=1.25, 1.26,1.27...1.3,1.307, 1.4
b=0.3



Hénonavbildningen

- . 2
Tpt1 = Yn + 1 — Ay,

H ab - . — br
Un4+1 — 0OT,.

SATS: (Benedicks, Carleson) For alla tilltackligt
sma varden pa b > 0 finns det en mangd

E = E(b) av a-varden med positiv sannolikhet
sadan att for alla a i E galler att H,, , har en
sallsam attraktor A.




Autonoma system av 1:a ordningens ODE (floden) —
Dynamiska system i kontinuerlig tid

dx/dt = f(x,y,z)

<dy/dt = g(xayaz)
dz/ dt = h(x, .7)

Losningskurvor:
(I)(ta WO) = (X(ta V_Vo)ay(ta Wo)az(ta WO))

genom initialvarde WO = (XO > Vos ZO)



Attraktorer

En kompakt A delmangd ar en attraktor till ®(t,w)
e O (t, A)= Aforallat>0.

* 3 omgivning B till A sadan att

O(t,w) = A, t—oo,fOorallawiB

* |[ngen akta delmangd till A har dessa
egenskaper.

A ar en sallsam attraktor om A dessutom
o ar geometriskt komplicerad
o stoder kaotisk dynamik,




Attraktorer till floden

T @

Stationara punkter Granscykler



Lorenz-systemet

dx
P o(y — )
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p=28, =10, 8= 8/3

Edward Lorenz (1963):

- Foérenklad modell for
atmosfarsdynamik

- Numeriska studier pekar
pa ickeperidoiska attraktor.
Losningar tycks ha kansligt
bereonde pa intialvdrde.



Lorenzattraktorn

http://complex.upf.es/~josep/Chaos.html




Animering av Lorenzattraktorn

http://www.sat.t.u-tokyo.ac.jp/~hideyuki/java/

Attract.html




Lorenzattraktorn ar sallsam

SATS: (Tucker 1998) For en 6ppen mangd av
parametervarden, innehallande de klassiska
vardena p=28, o0 = 10, f = 8/3, har Lorenz
systemet en sallsam attraktor A, dvs

(i) A ar invariant

(ii) A attraherar alla |6sningar med intialvarden i en
Oppen omgivning till A

(iii) A har fraktal struktur

(iv) Dynamiken ar kaotisk

(v) Losningskurvors langtidsfordelning beskrivs av ett
gemensamt sannolikhetesmatt
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 [terationer, tva versioner pa min hemsida
www.math.kth.se/~thunberg/writings
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