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1. Beräkna integralen ∫
γ

eiz

z3 + 1
dz

där γ är den positivt orienterade triangeln med hörn i 0, 1− i och 1 + i

Lösning Funktionen z3 + 1 har tre nollställen i −1, e±
1
3
πi. Inga av dessa

nollställen ligger inom kurvan, vilket betyder att integranden är en analytisk
funktion i inre omr̊adet. Enligt Cauchys sats är integralen lika med 0.

2. Bestäm de fyra första termerna i Taylorserien till funktionen

f(z) =
Log(1 + z)

1− z

omkring origo. Ange ocks̊a konvergensradien. Log betecknar som brukligt prin-
cipalgrenen av logaritmen.

Lösning Logaritmen har Taylorserie

Log(1 + z) = z − z2/2 + z3/3− ...

i origo och

1

1− z
=

∞∑
n=0

zn.

B̊ada serieutvecklingar är giltiga där |z| < 1. Därför f̊as

(z − z2/2 + z3/3− z4/4 + ...)(1 + z + z2 + z3 + ...)

= z + (1− 1/2)z2 + (1− 1/2 + 1/3)z3 + (1− 1/2 + 1/3− 1/4)z4 + ...

Enligt sats 5.4.17 i boken är konvergensradien lika med avst̊andet fr̊an utveck-
lingspunkten till närmaste singularitet. Därför är konvergensradien 1.

3. Hur många lösningar har ekvationen

cos z + z3 = 0

inuti cirkeln |z| = 3.

Lösning Om |z| = |x + iy| = 3,

|cos z| =
∣∣∣∣ei(x+iy) + e−i(x+iy)

2

∣∣∣∣ ≤ e−y + ey

2
≤ e3 < 33,

vilket innebär att |cos z| < |z3| p̊a cirkeln |z| = 3. Det följer fr̊an Rouches sats,
att cos z+z3 har lika många nollställen inuti cirkeln |z| = 3 som z3. Funktionen
z3 har tre nollställen i detta omr̊ade (alla i origo). Svaret: tre nollställen.

4. Beräkna den reella integralen∫ ∞

0

dx

(1 + x2)3
.



2

Lösning Residusatsen ger

(1)

∫ R

−R

dx

(1 + x2)3
+

∫
CR

dz

(1 + z2)3
= 2πi ·

∑
Res

[
1

(1 + z2)3

]
,

där summan g̊ar över alla poler övre halvplanet.
L̊at

f(z) =
1

(1 + z2)3
=

1

(z − i)3(z + i)3
.

D̊a funktionen f en pol av grad tre i punkten i. Enligt regel III i kapitel 6.3,
har man

Res[f, i] = lim
z→i

1

2

d2

dz2

[
(z − i)3f(z)

]
= lim

z→i

1

2

d2

dz2

[
1

(z + i)3

]
= 6(2i)−5 = − 3

16
i.

Vi uppskattar integralen över halvcirkeln enligt följande:∣∣∣∣∫
CR

dz

(1 + z2)3

∣∣∣∣ ≤ ∫
CR

|dz|
(|z|2 − 1)3

≤ πR

(R2 − 1)3
→ 0

d̊a R →∞.
D̊a R → ∞ i (1) f̊as att den sökta integralen är lika med 2πi · (−3/16)i =

3/8π.


