KTH Matematik

SF1633, Differentialekvationer I.

SF1637 Differentialekvationer och transformer lll.

Losningsforslag.

Kontrollskrivning nr 1, mandagen den 13 september 2010, kI 08.30-09.30.
BETA, Mathematics Handbook ar tillatet hjalpmedel.

1. Bestam de stationara I6sningarna ( jamviktslésningarna) till
differentialekvationen %z(l—yz)(l+y2)-

Klassificera med avseende pa stabilitet/instabilitet de stationadra Iésningarna.
Bestdm lim y(x) da startvardet y(0)=y, ar a) y,=-1 och b) y, =0.

Lésningsforslag:

De stationara I6sningarna erhalles da derivatan ar lika med noll.

Vi far de stationdra l6sningarna y, =-1 och y, =1.

En teckenstudie av derivatan ger information rérande stabiliteten.
Nu over till studie av derivatans tecken.

For y<-1 och y>1 ar derivatan negativ och y(r) ar avtagande.
For —1<y<1 ar derivatan positiv och y() ar vaxande.
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Den stationdra I6sningen y, =—1 &r instabil och
den stationdra |l6sningen y, =1 @r asymptotiskt stabil.
a) limy(x)=-1,ty y, =-1 &r en stationar 16sning.

X—>00

b) limy(x)=1,

X —>o0

SVAR: De stationdra l6sningarna y, =—1 och y, =1.
y, =1 ar asymptotiskt stabil och y =-1 &r instabil.
a) limy(x)=-1 p) limy(x)=1,

X —>00 X —>00

2. Bestam l6sningen till begynnelsevardesproblemet xy’—y* =y, y(1)=3.
Ange darefter |6sningens existensintervall.

Losningsforslag:

Differentialekvationen dr separabel. (Aven av Bernoulli typ.)

Vi omformar: xy’ =y’ +y.

De tva konstantlésningarna y=0 och y=-1 uppfyller ej villkoret.
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Da y=0 och yz-1 samt x=0 kan differentialekvationen skrivas: e y =-.
y Ty X



Vi partialbraksuppdelar och far da féljande uttryck: (l—L\y’z— .
y y+1) X

Integration map x : Inly|~Inly + 1= In|x| +In|C,| , In|— ‘zlnlClxl , 2 =+Cx=Cx.
y+1 y+1
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Bestam integrationskonstanten. Villkoret y(1)=3 ger C:Z'

Satt in konstanten i ekvationen och 16s ut den stkta I6sningen.
3 .
2 dir 4-3x#0.

Vi far: 4y =3x(y+1) , y=1

Villkoret 4 -3x =0 ger att det finns tva mojliga intervall:

4 4
{x:0<x<—} eller {x:x>—}.
3 3
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Begynnelsevillkoret, y(1)=3, ger att det aktuella intervallet ar {x10<x<§}.

SVAR: Den sokta |6sningen ar y= 43);
—3X

och dess existensintervall ar {x:0<x<%}.
3. | en befolkningsmodell for ett samhalle antas att hastigheten varmed
befolkningsmangden, P(r), férandras vara beroende av differensen mellan fodelse-
och ddédshastigheten.

Fodelsehastigheten ar proportionell mot befolkningsmangden medan
dodshastigheten ar proportionell mot kvadraten pa befolkningsmangden.

Stall upp ovanstaende modell i form av en differentialekvation.

Analysera darefter modellen kvalitativt med proportionalitetskonstanterna lika
med tre och ett i namnd ordning. Ange dven befolkningsmangden efter lang tid.

L&sningsforslag
Den sdkta modellen blir: ‘2—P =k,P—k,P?, dar P>0.
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Infor de givna vardena pa konstanterna k, =3 och k, =1: E:3P—P2:P(3—P).
Vi bestammer forst de stationadra l6sningarna och analyserar darefter
l6sningarnas uppférande for olika startvarden.

Vi dr intresserade av langtidsbeteendet.

De stationdra l6sningarna ges av: P,=00och P, =3.
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P>3 =>d—<0:>P(t) ar avtagande .
Vi erhaller: | ! P
t0<P<3:>E>0:P(z) ar vaxande .

Detta innebar att vi erhaller ett stabilt jamviktslage P=3.
Efter lang tid kommer befolkningsmangden att vara lika med 3.
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SVAR: Den so6kta modellen ges av: C;—t =k,P—k,P’, dar P>0 och lim P(r) = 3.
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