KTH Matematik

Lésningsforslag till SF1633, Differentialekvationer I.
Kontrollskrivning nr 1, mandagen den 4 april 2011, kI 08.30-09.30.
BETA, Mathematics Handbook ar tillatet hjalpmedel.

1. Bestam de stationdra losningarna (jamviktslésningarna) till
. . . d
den autunoma differentialekvationen Zy:y(y—l)(y—Z)-

Undersok om det finns ndgon attraktor och bestam aven for vilka startvarden
y(0) =y, som lim y(x) ar andligt.

Losningsforslag:

De stationara I6sningarna erhalles da derivatan ar lika med noll.
Vi far de stationdra ldsningarna y, =0, y, =1 och y,=2.

En teckenstudie av derivatan ger information rérande stabiliteten.
For y<0 och 1<y<?2 ar derivatan negativ och y ar avtagande.
For 0<y<1 och y>2 ar derivatan positiv och y ar vaxande.
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Den stationdra I6sningen y, =1 @r en attraktor.
De ovriga stationdra l6sningarna ar repellatorer.
lim y(x) ar andligt for startvarden y(0)=y, : 0<y, <2.

SVAR: De stationdra ldsningarna ar y, =0, y, =1 och y;=2.
Den stationdra l6sningen y, =1 ar en attraktor.
limy(x) ar andligt for startvarden y(0)=y, : 0<y, <2.

2. Bestam l6sningen till begynnelsevardesproblemet 4y’ =y —4, y(0)=3.
Ange darefter |6sningens existensintervall.

Ldsningsforslag:

Differentialekvationen ar separabel.

De tva konstantlésningarna y=2 och y=-2 uppfyller ej villkoret.
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Da y=#+2 kan differentialekvationen skrivas: ——y"=1.
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Vi partialbraksuppdelar och far da féljande uttryck: | —-—— 1y’ =1
y=2 y+2)
. y—2 x y_2 x x
Integration map x : Inly—2|-Iny+2|=x+1|C]| , In =In|Ce"| , =—==+Ce" =Ce".
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Bestam integrationskonstanten. Villkoret y(0)=3 ger ng.
Satt in konstanten i ekvationen och 16s ut den sékta I6sningen.

e N 2¢* +10
Vi far: 5(y-2)=e"(y+2), y= ¢

X

dar 5—¢" #0.

Villkoret 5-¢" #0 ger att det finns tva mojliga intervall:
{x:x<In5} eller {x:x>In5}.
Begynnelsevillkoret, y(0)=3, ger att det aktuella intervallet ar {x:x<In5}.
2¢* +10
_ex
dess existensintervall ar {x:x <In5}.

och

SVAR: Den sokta |6sningen ar y=

3.l en tank pa 100 liter finns 100 liter vatten.

En saltlésning med koncentrationen 3 gram per liter pumpas in

med hastigheten 2 liter per minut.

Den valblandade |I6sningen pumpas ut med hastigheten 4 liter per minut.
Stall upp en differentialekvation som beskriver detta férlopp

samt ange aktuellt tidsintervall.

Bestam saltmangden som funktion av tiden.

Losningsforslag:
Lat S(r) vara saltmingden i tanken vid tiden r.

Vi erhaller foljande differentialekvation for saltmangden
das(t) S(t)
234 ——-
dt 100 —1(4-2) .
Detta ar en linjar differentialekvation av férsta ordningen.
Vi l6ser den med hjalp av en integrerande faktor.
Omskrivning av differentialekvationen ger:
BO, 2 gn=6
d 50—t .
Multiplicera med en integrerande faktor: (50 —r).

(50 —1)" % +2(50 - 1) S(t) =6(50 — 1)~

Detta kan skrivas:
%{S(t)(SO —1)7} =6(50 - 1)

Integrera med avseende pa r.  S@)(50—1)=6(50—-1)"+C.
Villkoret S(0)=0 ger: 0=6(50)" +C, C=-3(25)".

_3(50- 1)

Insattning ger: S() =6(50 —t) dar 0<r<50.

Tanken ar tom efter 50 minuter.
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SVAR: Saltmangden ges av S(r)=6(50—t)—%, 0<1r<50



