KTH Matematik

SF1633, Differentialekvationer I.

Kontrollskrivning nr 2, mandagen den 2 maj 2011, kl 08.30-09.30.
BETA, Mathematics Handbook ar tillatet hjalpmedel.

1. y,(x)=2x"=x>, y,(x)=x"+x°, y,(x)=x> och y,(x)=x>+4x" &r Idsningar
till differentialekvationen x’y’+bxy’+cy =0, x >0. b och ¢ &r konstanter.
Vidare ar y (x)=x" en partikularlosning till x*y”+bxy +cy = f(x) , x>0.
Bestam den I6sning till differentialekvationen x*y”+bxy’ +cy = f(x) , x>0
som uppfyller villkoren y(1)=1 och y’(1) =6.

Lésningsforslag:
Vi borjar med att ange den allmanna I6sningen.

Den bestar av den allmdanna homogena losningen plus en partikularldsning.

For att beskriva den allmdanna homogena I6sningen behdvs tva linjart oberoende |6sningar.
Vi har erhallit fyra l6sningar till den linjara differentialekvationen av ordning tva.

x> och x” &r linjart oberoende I6sningar till den homogena differentialekvationen.

Den allménna Idsningen till den inhomogena 18sningen ar y(x) = ¢,x* +c,x” + x*,

dér ¢, och ¢, @r godtyckliga konstanter.

Vi behdver dven y'(x)=c,2x+c,3x* +4x".

I=y(d)=c +tc,+1
6=y()=c2+c,3+4
Den sokta I8sningen ar y(x)=-2x"+2x"+x".

¢, =-2

Villkoren ger oss foljande system: { , vilket har |6sningen {

c,=2

SVAR: Den sékta I6sningen ar y(x)=—-2x"+2x"+x*, x >0.

" _ x’ 2 3]x
2. Positionen for en partikel ges av systemet |  |= L0 .
y y
Bestam den allmanna I6sningen till systemet av differentialekvationer.
Vart tar en partikel placerad i punkten (2,-2) respektive (2,2) vagen efter lang tid ?

L&sningsforslag:
Vi borjar med att bestamma matrisens egenvarden och tillhérande egenvektorer.

-4 3|
= 2 -20-3.

Egenviardena erhalles ur ekvationen 0 = q 1

Egenvérdena dr A, =3 och A, =-1.
3

l]v:O med aktuellt egenvarde insatt.

2-1
Egenvektorerna erhalles ur ekvationen [ 1

A=3 A=-1

L Speend) L )

Den allmanna I6sningen ges av en linjarkombination av de linjart oberoende

. X 23 X 1
|6dsningarna =e och =e .
y) 1 y) -1
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Vifar X=| |=ce +c,e = _ ,
y 1 -1 e’ —e')c,

dér ¢, och ¢, @r godtyckliga konstanter.

1
En partikel placerad langs egenvektorn v, :[ 1] kommer att forflytta sig mot origo.

Partikel placerad i 6vriga positioner kommer att avlagsna sig obegransat fran origo.

o x) L (3) 1) (3 e e
SVAR: Den allménna losningen ges av X=| [=ce’| [+cqe = _ :
y 1 -1 e’ —e')c,

En partikel placerad i punkten (2,-2) gar mot origo.
En partikel placerad i punkten (2,2) avlagsnar sig obegransat.

o X I-y
3. Studera det icke-linjara systemet [ ,] :( ) 2]
y X —x+ y—y
genom att finna alla kritiska punkter, bestamma deras typ(nod, sadelpunkt, spiral, centrum) ¢
avgora huruvida de ar stabila eller instabila.

L&sningsforslag:

X —x+y-y°

I-y
| kritiska punkter ar tangentvektorn lika med nollvektorn. Vi far 0:[ ]
De kritiska punkterna ar: (0,1) och (1, 1) .
Nu over till bestdmning av de kritiska punkternas karaktar.
Vi linjariserar det icke-linjara systemet.

Forst beraknas Jacobimatrisen och darefter insattes respektive kritisk punkt.

-1 \
Jacobimatrisen J(x’y):{Zx—l 1—2y)"
Insattning av (0,1) ger Insattning av (1, 1) ger
son=’ N
Egenvarden bestammes. Egenvédrden bestammes.
A riaciso A Eiasi=o
=A+tA-1= =A+A+1=
-1 -1-2 1 -1-A
1 5 1 3
0= A+—2—— 0= A+_2+_
( 2) 1 ( 2) 1
—1+4/5 —1+i/3
11,2 = B ;11,2 = T
Reella med skilda tecken. Komplexa egenvardena med negativ realdel.
Sadelpunkt och darmed instabil. Stabil spiral.

Det linjariserade systemet uppvisar en sadelpunkt i (0,1) och en stabil spiral i (1, 1).
Detsamma galler dven for det icke-linjara systemet.

SVAR: De kritiska punkterna &@r (0,1) och(l, 1).
(0,1) ar sadelpunkt och darmed instabil. (1, 1) ar en stabil spiral.



