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1. (a) L̊at r = (x1, x2, x3) vara ortsvektorn, och l̊at a vara en konstant
vektor. Visa formeln

rot (a× r) = 2a (*)

direkt fr̊an definitionerna av rot och ×, utan att använda BETA eller
indexräkning. (3p)
Lösning:

a× r =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

a1 a2 a3

x1 x2 x3

∣∣∣∣∣∣ = (a2x3 − a3x2, a3x1 − a1x3, a1x2 − a2x1)

och

rot(a× r) =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

∂/∂x1 ∂/∂x2 ∂/∂x3

a2x3 − a3x2 a3x1 − a1x3 a1x2 − a2x1

∣∣∣∣∣∣
= (a1 + a1, a2 + a2, a3 + a3) = 2a.

(b) Visa formeln (*) med hjälp av indexräkning. (3p)
LEDNING:

∑3
k=1 εijk εklm = δilδjm − δimδjl.
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Lösning:

[rot(a× r)]i =

=
3∑

j,k=1

εijk
∂

∂xj
(a× r)k =

3∑
j,k=1

εijk
∂

∂xj

3∑
l,m=1

εklm al xm

=
3∑

j,k,l,m=1

εijk εklm al δjm = {summera över m}

=
3∑

j,l=1

(
3∑

k=1

εijkεklj

)
al =

3∑
j,l=1

(δilδjj − δijδjl) al

= {summera över l och observera att δjj = 1}

=
3∑

j=1

(ai − δij aj) = 3ai − ai = 2ai =⇒

rot (a× r) = 2a.

2. Beräkna flödesintegralen
∫∫

Σ
F · n̂ dS d̊a F = (6z, 2x + y,−x2), Σ =

{(x, y, z) ∈ R3 : x2+z2 = 9, x ≥ 0, z ≥ 0, 0 ≤ y ≤ 8}, och enhetsnormalen
n̂ har en positiv x-komponent. (3p)

Lösning: r = (3 cos φ, y, 3 sinφ), där 0 ≤ φ ≤ π/2 och 0 ≤ y ≤ 8 =⇒

n̂ dS =±

∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

−3 sinφ 0 3 cos φ
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ dφdy

= ∓
∣∣∣∣ ex ez

−3 sinφ 3 cos φ

∣∣∣∣ dφdz = ∓3 (cos φ, 0, sinφ) dφdy.

n̂x > 0 =⇒ + gäller. S̊a p̊a Σ är

F · n̂ dS = (18 sin φ, 6 cos φ + y,−cos2φ) · 3(cos φ, 0, sinφ) dφdy

= 3 · (18 cos φ sinφ− 9cos2φ sinφ) dφdy

= 27 · (sin 2φ− cos2φ sinφ) dφdy

och∫∫
Σ

F · n̂ ds = 27
∫ π/2

φ=0

∫ 8

y=0

(sin 2φ− cos2φ sinφ) dφdy

= 27 · 8 ·
[
−1

2
cos 2φ +

1
3

cos3φ
]π/2

0

= 27 · 8 ·
(

1
2

+ 0 +
1
2
− 1

3

)
= 27 · 2

3
· 8 = 18 · 8 = 144.
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