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1. Beräkna ∫∫
Σ

rotF · n̂ dS

d̊a Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 4 − x2 − y2, z ≥ 0}, n̂ har en positiv
z-komponent och F = (ez2

, 4z − y, 8x sin y).

Lösning: Upplagt för Stokes:
∫∫

Σ
rotF · n̂ dS =

∮
∂Σ

F ·dr. Här är
∂Σ = {x2 + y2 = 4, z = 0}. Parametrisering med polära vinkeln φ i
xy-planet ger att

r = 2(cos φ, sin φ, 0) och dr = 2(− sin φ, cos φ, 0) dφ.

P̊a Σ är F = (1,−2 sin φ, 16 cos φ · sin(2 sin φ)), s̊a att

F ·dr = 2(− sin φ− 2 sin φ cos φ) dφ = −2(sin φ + sin 2φ) dφ.

Därmed f̊as∫∫
Σ

rotF · n̂ dS =

∮
∂Σ

F ·dr = 2

[
cos φ +

1

2
cos 2φ

]2π

0

= 0.
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2. Bestäm en potentialfunktion U(r, θ, φ) till vektorfältet

F =
2r cos φ

(1 + r2)2
er +

sin φ

r(1 + r2) sin θ
eφ.

Lösning: Ska hitta U s̊a att F = gradU . Med

gradU =
∂U

∂r
er +

1

r

∂U

∂θ
eθ +

1

r sin θ

∂U

∂φ
eφ

f̊as

∂U

∂r
=

2r

(1 + r2)2
cos φ

1

r

∂U

∂θ
= 0

1

r sin θ

∂U

∂φ
=

sin φ

r(1 + r2) sin θ


⇐⇒



∂U

∂r
=

2r

(1 + r2)2
cos φ

U = U(r, φ)

∂U

∂φ
=

sin φ

(1 + r2)

Sista ekvationen =⇒ U = − cos φ · (1 + r2)−1 + f(r); detta insatt i den
första ger

cos φ
2r

(1 + r2)2
+ f ′(r) =

2r

(1 + r2)2
cos φ =⇒ f = C = konstant,

s̊a att

U = − cos φ

1 + r2
+ C.

3. Beräkna

I =

∫∫
∂Ω

F · n̂ dS

d̊a Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 3}, n̂ är den ut̊atriktade
enhetsnormalen för ∂Ω och F = (x3 + tan(yz), y3 − exz, 3z + x3).

Lösning: Divergenssatsen säger att I =
∫∫∫

Ω
divF dV , där

divF = 3x2 + 3y2 + 3 = 3 (x2 + y2) + 3 = 3 (ρ2 + 1),

s̊a att

I = 3

∫ 2

ρ=0

∫ 2π

φ=0

∫ 3

z=0

(ρ2 + 1) · ρ dρdφdz = 3 · 2π · 3 ·
∫ 2

0

(ρ3 + ρ) dρ

= 18π ·
[
ρ4

4
+

ρ2

2

]2

0

= 18π · (4 + 2) = 108π.
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