KTH Matematik
Olle Stormark

Losningsfoslag till KS 1A

1 SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE, vt 2010.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poéang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Berdkna det arbete som kraften F' = (zy, y, —yz) utrdttar lings kurvan
C, given av r = (x,y,2) = (t,t*,t), dar t: 0 — 1.

Losning:

1
/F-dr:/ (3,42, —t3) - (1,2t,1) dt
C t=0
—/1(t3+2t3—t3)dt—2/1t3dt—2[154]1—1
B 0 B 0 4 02

2. Lat D vara halvrummet {(z,y,2) € R3: y > 0}, och lat
2
F = (31:2, —, 2z lny> iD.
Y

(a) Visa att rot F =01 D.
Losning:

€z €y % 2z 2z
rot FF = |0/0x 0/0/0y 0/0z | = (———,O—0,0—O)
322 22y™! 2z Iny y y
=0.



(b) Eftersom D &ar enkelt ssmmanhéngande foljer det fran (a) att F' =
grad ¢ for en potentialfunktion ¢. Bestam ett sadant ¢.

Losning;:
0
a—¢:3x2:>gb=x3+g(y,z) —

T
0 0
8_;? N a_z(y, 2) =22y =g =2 Iny + h(z) =
¢=a+22Iny + h(z) =
0
a—¢ =22lny+H(2) =2zIny = h(z) =C = ¢ =2° + 2*Iny + C.

z

(c) Lat C vara en kurva som gar fran (1,1, 1) till (1,2,3) i D. Berékna
linjeintegralen
/ F -dr.
c

Losning;:

(1,2,3)
/F~dr:/grad-dr:/ do
c c (1,1,1)

=¢(1,2,3) —¢(1,1,1) =14+ 9In2 —1=9In2.

3. Lat ¢ vara en funktion och F ett vektorfalt. Anvand indexrakning for
att visa att

rot (¢ F') = grad¢ X F + ¢rot F.
Losning;:

B ¢ OF
[V x (¢F)); = €ijk 8_%<¢Fk) = €ijk 8_93]Fk + @ €iji 8_:1:
=[Vox F+¢V xF|; for i=1,23—=

rot(¢pF') = grad ¢ x F + ¢rot F.

Lycka till!
Olle.



KTH Matematik
Olle Stormark

Losningstorslag till KS 1B

i1 SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE, vt 2010.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poéang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Berdkna det arbete som kraften F' = (z,y, z) utrittar langs kurvan C,
given av r = (1,vy, z) = (cos7t, t? sinnt), dar t: 0 — 1.

Losning;:
1
/ F.dr = / (cost, t?,sinwt) - (— sin 7t, 2t, w cos wt) dt
c t=0

1 1
= / (—7 cos wtsin 7t + 2t3 + 7 sin 7t cos wt) dt = 2/ 3 dt
0 0

21
_4[t]0_2‘

2. Lat D vara kvartsrummet {(z,y,z) € R®: y > 0,2 > 0}, och lat

11 =z ¥\ .
F: (;,;—E,—;) ID.

(a) Visa att rot F =01 D.
Losning:
e, ey e,
rot F' = |0/0x 0/dy 0/0z | =(—22+220-0,—y 2 +y?)
gyl 2l gy ? g
=0.



(b) Eftersom D &ar enkelt ssmmanhéngande foljer det fran (a) att F' =
grad ¢ for en potentialfunktion ¢. Bestam ett sadant ¢.

Losning:

do 1 B

e e e

[9J0) x  Jg 1 Y

By y2+8y(y’z) . y2:>g—z—|—h(z):>
$== g+h(z):>

(c) Lat C vara en kurva som gar fran (1,1, 1) till (2,2,2) i D. Berékna

linjeintegralen
/ F -dr.
C

(2,2,2)
/F-dr:/grad qb-d’r:/ do
C C (1,1,1)

=¢(2,2,2) —¢(1,1,1) =2—-2=0.

Losning;:

3. Lat F och G vara vektorfilt. Anvand indexrdkning for att visa att
div(F x G) =rot F - G — F-rot G.

Losning:
0 OF; 0Gy,
V. (F X G) - a_xi(eijk F’]Gk) = Cijk a_szk + €5k Fja—xl
OF; 0Gy,
= (Ekija_xj) G — (Ejik a—ﬁ) F; = (rot F),Gy, — (rot G); Fj

=rotF -G —rotG - F.

Lycka till!
Olle.



KTH Matematik
Olle Stormark

Losningsforslag till KS 2A

1 SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE, vt 2010.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poéang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Lat v = {(x,y,2) € R3: 42® + 4> = 4,2 = 0} och lat F = (2z,22, 2?).
Anvand Stokes’ sats for att berakna linjeintegralen

jl{F-dr,
gl

dar v genomléps motsols sett uppifran z-axeln.

Losning;:
€. ey e.
rot ' = |0/0x 0/0y 0/0z| = (0,0,2x).
2r x? 22

Om ¥ ar ellipskivan {42% + y? < 4} i xy-planet, s ar v = 9% och
n = e, och enligt Stokes ar da

%F-dr://rotF-ezdS://Qxdxdy
vy b)) by

2 Va—y?/2
_ / / 2w dr | dy =0,
y=—2 a::—\/m/Q

ty en udda funktion integrerad over ett symmetriskt intervall ger inte-
gralen 0.



2. Lat Q = {(z,y,2) € R*: 1 < 22 +¢y* + 2* < 2}, lat 9Q vara Q:s

randyta med den utatriktade enhetsnormalen n, och lat F' = r»r, dar
r = (x,y,2) och r = |r|. Anvind divergenssatsen for att berdkna

flodesintegralen
/ / F -ndS.
o0

F=(2*+y*+ 22)1/2 (v,y,2) = (Fy, Fy, F,) =

Losning;:

1 2
OF,)0x = §(:c2 )2 0t (2R )= p =
r

2 2 2
div F = 0F,/0x + OF,/dy + OF, [0z = M

// F-ndS = ///leFdV / / / 47 - 1 sin @ drdfde
0 r=1 J6=0 J¢=0

M/i [—cosf]) -2mr =3-2- 21 = 127.

+3r=4dr =

. Berakna rotationen av var och en av de cylindriska basvektorerna e,,
e, och e, (med BETAs beteckningar; Matthews skriver R i stéllet for

p)-
Losning: F = F,e, + Fyey + I, e, =

e, p ey e,

ot F =2 0/0p 9)06 8)02|.
Pl F, pF, F.

F,=1 F,=F,=0=rote, =0,
1
F,=0,Fy=1F,=0=rotey = —e,,
p

F,=Fy=0,F,=1=rote, =0.



KTH Matematik
Olle Stormark

Losningsforslag till KS 2B

1 SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE, vt 2010.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poéang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Lat v vara skirningen mellan halvsfaren {(z,y,2) € R3: 2% + y* +
2?2 = 16,2 > 0} och cylindern {(z,y,z) € R3: 22 + y*> = 4}, och 1at
F = (y* + 2%, 2% + v, 2% + y?). Anviind Stokes’ sats for att berikna

linjeintegralen
7{ F -dr,
-

dar v genomlops motsols sett uppifran z-axeln.

Losning:

e, ey e.
rot FF=| 0/0x 0/0y 0/0z | = (2y,2z — 2z,2x — 2y).
P42 a2 4y? 2?4

Om ¥ ir cirkelskivan {(z,y,2) € R3: 2® + y> < 4, z = 2/3}, sa ér
~v = 0% och b = e, och enligt Stokes ar da

fF-drz//rotF-ndSzQ// (x —y)dedy =0
Y z x24+y2<4

av symmetriskél (eller med hjélp av polédra koordinater).



2. Lat Q = {(z,y,2) e R®: 2> +y* + 22 < 4,2 > 0,y > 0,2 > 0},
lat 02 vara {2:s randyta med den utatriktade enhetsnormalen n, och
lat F = (2% —2zy,32z). Anvind divergenssatsen for att berdkna

flodesintegralen
/ / F -ndS.
o0

Losning: div F' = 2x — 22 + 3x = 30 —

| ponas= [[[ avrav [[[ seav

w/2  pm/2
/ / 3rsiné cos ¢ - 2 sin @ drdfde
$=0

2
=0 J6=0
4712

e AU

_3 (], / <— — —00829) o - [sin¢]§/2
0 2 2

2. F B sin29} m/2 7T

1w

.1=3.4.- =31
5 1 . 3 1 3T

3. Beriakna rotationen av var och en av de sfiriska basvektorerna e,, eg
och ey.

Losning: F = I, e, + Fyeg + Fye, —
1 e, reg rsinbe,

rot F = —— |0/0r 0/00  0/0¢
r*sind F. rFy rsindF,

Frzl,F9:F¢:O:>r0ter:0,

1
FTIO,ngl,F¢:0:>r0t€9:—€¢,
r

rcosfe, —rsinfe cot 0 1
FT:FQZO,F¢:1:>IOt€¢: ; 6: e, — — €y.
r2sin 6 r r




KTH Matematik
Olle Stormark

Losningsforslag till KS 3A

i SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE, vt 2010.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Bestém alla viirden av (—1 4 iv/3)?, och ange dem pa formen a + ib,
dar a och b ar reella tal.

Losning;:

—14+iV3 =22 — log(—=14iV3) = In2+i(2r/3 + n - 27)

— (—1+ Z\/g)z _ pilog(=14+iV/3) _ ,iln2-2m/3—n2m _

= e 23T cog(In2) + i e /3 Lsin(In2), dirn =0, £1,£2, ...

2. Visa direkt fran definitionen av sin z respektive cos z att

2 2

Ccos 2z = cos“z — sin“z.

Losning;:

1, 2 1. -\ 2
cos’z — sin’z = (5(6” + e”)) — (Z(e” — e”))

1 .. , . . 1 . ,
— Z(Bsz 124 6—21z + €2zz — 24 6—222) — §(€2zz + 6—27,z)

= cos2z.

3. Bestam bilden av halvbandet {z € C: Rez > 0,0 < Imz < 7/2}
under avbildningen w = e*.

Losning: w = e = "™ = % . % < |w| = €* och argw = y.
<z <oo=1<]w<o00,0<y<7/2=0<argw < 7/2,
varfor bilden blir {w € C: |w| > 1,0 < argw < 7/2} eller {w €
C: Rew >0, Imw > 0, |w| > 1}.



KTH Matematik
Olle Stormark

Losningstorslag till KS 3B

i SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE, vt 2010.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poéang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Bestdm alla virden av (v/3 —4)?, och ange dem pa formen a + ib, dér
a och b ar reella tal.

Losning;:
V8—i=2:¢7" — log(V3 —i) =In2 —ir /G + in - 2m
— (V3 —i) = oilog(V3—i) _ ,iln2+m/6-n2m _

= /52 cos(In2) +i ™0 - sin(In2), diir n = 0,+1,£2, ...

2. Visa direkt fran definitionen av sin z respektive cos z att

sin 2z = 2sin z cos z.

Losning;:
2 . 2 1( 1z f'iz> 1( iz+ 7iz)
sinzcosz=2-—(e”* —e¢ -—(e e
21 2
1, ., L 1 o o
I %4 1—-1— Yy 1z 1z
T ) =get me)
= sin 2z.

3. Bestdm bilden av halvbandet {z € C: Rez < 0,0 < Imz < 7/2}
under avbildningen w = e*.
Losning: w = e = "™ = % - ¥ <= |w| = e och argw = y.
—o<r<0=0<|w<1,0<y<7/2=0<argw < 7/2,
varfor bilden blir {w € C: |w| < 1,0 < argw < 7/2} eller {w €
C: Rew >0, Imw > 0, |w| < 1}.

10



