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Exempelsamling

Vektorfunktioner, parameterframstallning av rymdkurvor och
rymdytor

1. 1 Rita pilar med lampligt vald storlek och riktning for att illustrera foljande
vektorfunktioner i xy-planet:

a) (y,2)

b) (z,y)V2

c) (y,0)

d) (0,2)

e) (y,x)/v/a? +y?
f) (1,y)

2. 2 Kurvan y = y(z) kallas en féltlinje till vektorfunktionen F(z,y), om F(z,y) ar
tangent till kurvan for alla x.

a) Visa att faltlinjerna y = y(x) till en vektorfunktion F(x,y) = (Fy(x,y), Fy(x,y))
ar Iosningar till differentialekvationen

dy _ By

de F,’

b) Bestam filtlinjerna till alla funktionerna i problem 1. Rita nagra faltlinjer
och jamfor med figurerna i problem 1.

3. 3 Skriv ner en formel for och skissa vektorfaltet som:

a) pekar radiellt utat fran origo och har lingd 1
b) pekar radiellt utat fran origo och har langd |z

)
c¢) pekar radiellt inat mot origo och har lingd lika med avstandet fran origo
d) pekar mot punkten (1,2,3x) och har lingd |3zyl|.

4. 4 En partikel ror sig 1 zy-planet sa att laget r(¢) vid tiden ¢ ges av
r(t) = (acoswt, bsinwt),
dar a, b, w ar konstanter.

a) Hur langt fran origo ar partikeln vid tiden ¢?
b) Bestdm hastigheten och accelerationen som funktioner av tiden.

c¢) Visa att partikeln ror sig i en elliptisk bana

(&)



5.

10.

5 Bestdm en enhetsnormal # till féljande ytor, genom att uttrycka ytorna pa
parameterform:

a) z=2—-z—y

z/a)® + (y/b)* + (z/c)* =1

)
)
d) z= @2+ )2, 1<2,y<1
)
) r(u,v) = (u+v,u—v,uv)

6
a) Visa att enhetsnormalen till planet ax + by + ¢z = d ges av
q iaew + bey —|—cez.
Va2 + b2+ ¢?
b) Forklara geometriskt varfor detta uttryck inte innehaller d.
7 Bestdm normalriktningen i punkten ug=3, vp=4 till ytan

r(u,v) = (u? —v?)e, + Vu2 +v2ey, + 5(u® +v?)e,

samt ekvationen for tangentplanet i denna punkt.

8 Vilken typ av yta representerar ekvationen 22 + 3% — 22=0?7 Bestdm nor-
malvektorn n i punkterna (0,-1,1) och (0,0,0).

9 Vektorn R(u) satisfierar differentialekvationen

dR(u)
du

= A(u) x R(u),

dir A(u) ar en given vektorvird funktion. Visa att R:s absolutbelopp &ar kon-
stant.

Ledning: Derivera R - R.

10 Ange en enkel parameterframstéillning r = r(u) f6r kurvan
4r —y?> =0
22+ —2=0

fran punkten (0,0,0) till (1,2,5).
Bestédm tangentriktningen i punkten (1/4,1,17/16).



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

11 Skissera utseendet av och ange parameterframstéllningar r = r(u,v) for
ytorna

a) 22 —2y* = 6.
b) 22 —2y?> — 22 =0.

12 Bestdm ekvationerna for normallinjen och tangentplanet till ytan i exempel
11b i punkten (2,1,1). Anvénd att n dr proportionell mot

or Or
X_

Ou’ v’

Gradienten

13 Bestdm gradienten av foljande skaldra funktioner:

a) f(z,y,2)=x+y+z

b) f(z,y,2) =z +2y+ 3z

¢) flz,y,2) =1/(z+y+2)
d) f(z,y,2) = (z+y+2)°

e) f(z,y,2) =% +y* + 22

) flz,y,2) = Va2 +y* + 22
g) f(z,y,2) =1/(2® +y* +27)
h) f(z,y,2) = zyz

14 Bestdm riktningsderivatan i riktningen (1,2, —1)/v6 av ¢ = zyz? i punkten
(1,2,3)

a) direkt ur definitionen av riktningsderivatan som ett grénsvérde,

b) med hjilp av gradienten.

15

a) Bestdm nivaytorna och gradienten till faltet ¢ = \/zyz; x,y,z > 0.

b) Demonstrera att dessa ar ortogonala.

16 Bestam gradienten av skalarfaltet f(x,y,z) = e 1n 2.

17 Bestdm riktningsderivatan i punkten Py : ry = (1,1,1) och riktningen
(—=1,-1,—-1) av filten



18.

19.

20.

21.

22.

23.

a) f(z,y,2) = Va2 +y? +2°

b) f(z,y,z) = e— (@ +y*=2?%)

18 Skalarfaltet
d(x,y) = —a® —yx — 6y + 15

beskriver héjden hos ett berg i punkten (x,y). I vilken riktning utgaende fran
punkten (—1,2) ar det brantast nedat?

19 Temperaturen i ett rum beskrivs av skalarféiltet
T=x*+2yz—z [°C].
En frusen mygga befinner sig i punkten (1,1,2).

a) I vilken riktning skall myggan flyga om den vill bli varm sa fort som mdojligt?

b) Hur snabbt (uttryckt i °C/s) okar temperaturen om myggan flyger med
hastigheten 3 ldngdenheter/s i riktningen (—2,2,1)?

20 Bestam ekvationerna for normallinjen och tangentplanet till ytan
22 =2y —22=0

i punkten (2,1, 1) med hjilp av gradienten.

21 Andragradsytan
22 4+ 2xy 4+ 220 — 20+ 2y +22 —2=0
skars av planet
r—y+2z+1=0.
Vilken vinkel bildar de bada ytorna med varandra i punkten (0,1,0)?

22 Skalarfaltet
d(z,y,2) = zyz + 2> + y* +22° — 2y

ar givet. Anvand gradientens egenskaper for att approximativt berakna det
vinkelrita avstandet fran punkten (1,2, —1) pa nivaytan ¢ = 1,000000 till nivaytan
¢ = 1,000003.

23 Temperaturen i en kropp anges av skalarfaltet
T(r) =2 +y* + 22 + oy +2yz [°C).

Betrakta temperaturvariationerna i olika riktningar fran punkten Py: ro = (1,2, —3)
och visa att alla riktningar i vilka temperaturen minskar 2 °C/langdenhet bildar
samma vinkel o med den riktning e i vilken temperaturen vaxer snabbast.

Bestam « och ey.



Linjeintegraler

24. 24 Berédkna

]{ A(r)-dr
c
for foljande vektorfalt A och kurvor C
a) A(z,y) = ye, + xe, och C: enhetscirkeln i moturs riktning.
b) A(z,y) = —ye; + xe, och C: enhetscirkeln i moturs riktning.
¢) A(z,y) = 2?ye, + (23 + y3)e, och C: enhetscirkeln i moturs riktning.
d) A(z,y) = 3zye, — ye, och C: triangeln med horn i (0,0),(1,1),(0,1) i

moturs riktning.

e) A(z,y) =3(x —y)e, + x°e, och C: triangeln i (d).

25. 25 Utnyttja att vektorfiltet A har en potential fér att berdkna

b
A - dr.

a) A(z,y) = (32, 22%), a=(1,2),b=(3,-1).
b) A(z,y) = e (1 +2y,2%), a=(-1,0),b=(0,999).

26. 26 Berakna linjeintegralen

/CA(I') dr

a) A(z,y,2) = (z,y,2), C:r(t)=(t3t3t) frant =0 till t = 1.
b) A(z,y,2) = (2%,y%2%), C:r(t)= (sint,cost,2t) fran t = 0 till t = .

dar

27. 27 Visa att A(z,y,2) = (y/2,2/z, —zy/z?) har en potential och anviind denna

for att berdkna
/ A(r)-dr
c

dér C dr en styckvis sliat kurva fran r1 = (1,1,1) till ry = (2,—1,3), som inte
passerar ytan z = 0.

28. 28 Understk om foljande vektorfalt har en potential:

a) A= (2xyz, 222+ 1,2%y).
b) B = (222 — 2,yz,2 + 2).



29.

30.

31.

32.

29 Beridkna linjeintegralen av vektorfaltet
A= (2 —-Y,—xy, 1)
langs vagen

a) iex. 10.
b) rata linjen fran (0,0,0) till (1,2,0) samt dérifran raka vigen till (1,2,5).

30 Berdkna linjeintegralen av vektorfaltet
A = (2zyz, 2%z + 1,2%)

fran punkten (0, 1,0) till punkten (—1,10, —2). CORRECT: Path not given (true
that it does not depend on path, but strange formulation)

31 a, b och c ar konstanta linjart oberoende vektorer och r ar ortsvektorn.
Bestam integralen
/ A -dr
c

A=a(b-r)+b(r-a)+r(a-b)

med

och C som kurvan
r=r(t) =acost + bsint + csin 2¢

genomlopt fran ¢ = 0 till ¢t = /2.

32 Berikna integralen
/ F - dr,
C

F = (yz,xz,xy)

dar

och C ar kurvan
T = acosy

y=bsingp

z= csinhf
T

fran (a,0,0) till punkten (—a/v/2, —b/\/2, csinh(5/4)).



Flodesintegraler

33. 33 Berékna flodesintegralen

//SA-dS

for foljande vektorfalt och ytor (valfri normalriktning):

a

)
b)
)
)
)

(ry?,—22,0), S:2=22+y,0<2<1,0<y<4.
(1,2,3), S:22+y2+22=1,2>0.

(v, —x2,2), S:y=+vr2+220<2?+22<4

(

(

o
b
Il

2

(oW

.2, 22), S : enhetssfiren.

x
e 23,93, 2%), S : enhetssfiren.

34. 34 Berdkna flodet av vektorfaltet
A = (2%,2y,2)
ut genom en sfaryta med radien R och medelpunkten i origo

a) med hjilp av parametriseringen
r = R(sinwu cosv, sinusinv, cosu).

b) genom att sétta n = (z,y, z)/R samt anvinda symmetribetraktelser.

35. 35 Berakna flodet av vektorfiltet
A==y (z+y)%(x-y)?)
genom ytan

r=(u+v,u—vuv), —-1<u,v<1, n-e, > 0.

36. 36 Berakna flodet av vektorfiltet
A = (2‘2;7 —Z, y)
genom skruvytan

r = (u,vcosu,vsinu), 0<u<m, 0<v<l, n-e; > 0.



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Berakning av divergens och rotation

37 Berakna divergensen och rotationen av foljande vektorfalt:

a) A(z,y,2) = (2,y,2).

b) A(z,y,2) = (x —y,y — 2,2 — ).
c) Az,y,2) = (yz,zz, xy).

d) A(z,y,2) = (Inz,Iny,ln 2).

) A(z,y,z) = (e¥*, e, e™).

f) Az,y,2) = (cosy,cosx COS 2).

38 Berakna rotationen av vektorfaltet

A(z,y,z) = (2zyz, 22, 2%y).

39 Berakna divergensen av vektorféltet

A(r) = (xlnz+ eV, 27 %e?% 2 — 2Inz).

40 Berakna rotationen av vektorfaltet
A(z,y,2) = e @HE(1,1,1),

41 Berdkna A x rot A dir A = (y, z,x).

42 Berdkna a) grad f, b) rot A, ¢) divgrad f, d) divB, e) div(A x B) samt f)

rotrot A, for

i) A=2%,, B=ze, f=y°

i) A= (2y,2% —zy), B=((x+y)y+zz+ta), f=ay’s’

43 Visa att vektorfiltet

A(z,y) =2z/y(4,z/y)

ar konservativt och bestdm dess potential.

Gauss’ sats

44 Berakna

#A-ds
S

for foljande vektorfilt och ytor:



45.

46.

47.

48.

49.

a) A(z,y,z) = rot(e*,arctan z, (z + y + 2)7/?2%) och S : enhetssfiren.

b) A(z,y,z) = (x,2y,32) och S : enhetssféren

c) A(z,y,2) = (4x, -2y, z) och S : cylindern 22 +32 =9, 0<2<6

d) A(z,y,2) = (z(y + 2?),0,0) och S : randen av kuben |z|, |y, |2| < 1

e) A(z,y,2) = (z22, 2%y, vyz) och S : sfiren (z —1)? + (y —2)% + (2 +3)? = 4

45 Verifiera att Gauss sats géller {6r vektorfaltet A = (zz,2yz, 3zy) och volymen
V: cylindern 22 + 32 <4, 0 < 2 < 3.

46 Anvand Gauss’ sats for att berakna flodet i ex. 34.

//SA-dS,

A= (xgay3a23)

47 Berakna

dar faltet A ar

och S &r ytan som omslutar halvsklotet

22 +y% + 22 < R?
x+y>0

48 Anvand Gauss’ sats for att berdkna flodet av vektorféltet
A = (222, 22y, 22 +2)
ut ur den cylindriska burk som avgriansas av ytorna
2?4yt =1, z =1, z=—1.

Kontrollera resultatet genom att berdkna flodet direkt.

49 Beridkna med hjilp av Gauss’ sats flodet av vektorfiltet
A = (2zy,y° —xy,2°)
ut ur den dndliga volym som begrénsas av ytorna

y?+2y=2>+2% och y=4.



50.

ol.

92.

53.

54.

55.

10

50 Anvind Gauss’ sats for att berdkna flodet av vektorféltet
A = (2xy + 22,2 + yz,22%)
genom den del av ytan
2?2+ (y—1)*+22 =4 for vilken y > 0.

Normalriktningen &r vald sa att fi = e, i punkten (0, 3, 0).

51 Berdkna
ﬂ (2x + x32)h dS,
S

dér S &r en sfar med medelpunkten (0,1,0) och radien 1. Normalen fi pekar
utat.

52 Vektorféltet A(r) ar kéllfritt i omradet V. Pa V:s randyta S ar

A(r) = (0,0,0).

//VAdV:(O,O,O).

Ledning: Tillampa Gauss’ sats pa vektorfélten zA(r), yA(r) och zA(r).

Visa att

53 Anvand Gauss’ sats for att berakna flodet av vektorfaltet
A = (23 4 2y,9%, 2% — 322 4+ 32)

ut genom ytan
Py (z-1)2 =1

54 Ett vektorfalt har potentialen
¢ =a?+y*+ 22 — (22 + > + 22)2

Genom vilken sluten yta S ar flodet av vektorfiltet maximalt? Berdkna det
maximala flodet.

Stokes’ sats

55 Berdkna

]{A-dr
c

for foljande vektorfilt och kurvor C:



11

a) A(z,y,2) = (x+2y,y — 32,2 — ) och C : enhetscirkeln i xy-planet, orien-
terad moturs.

b) A(z,y,z) = zye, och C : triangeln med hérn i punkterna (1,0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1),
orienterad moturs sett mot origo.

c) A(z,y,2) = (0,22, 22) och C : grinskurvan till delen av ytan z2+3%+2% = 1
som ligger i forsta oktanten, orienterad moturs sett mot origo.

56. 56 Verifiera att Stokes sats giller for vektorfiltet A = (z,22,y%) och ytan S: de
tre trianglarna i koordinatplanen med hérn i (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),
orienterad moturs sett mot origo.

57. 57 Berékna linjeintegralen av vektorfaltet
A= (y+2z,2% +2,9)
langs den slutna kurvan
r = (cosu,sinu, f(u)), u:0— 2w

som gar ett varv runt cylindern x2 +y? = 1 men for Svrigt dr godtycklig, f(0) =

f(2m).
a) direkt.
b) med hjilp av Stokes’ sats.

58. 58 Beridkna medelst Stokes’ sats cirkulationen av vektorfaltet
A= (yz+y—z,xz+ 5z, 2y + 2Y)
langs skdrningslinjen C' mellan ytorna
4y =1 och x+y=1.

C' ar orienterad sa att dess positiva riktning i punkten (1,0,0) ges av vektorn
(0,0,1).

59. 59 Berdkna med hjélp av Stokes’ sats linjeintegralen av vektorfiltet
A = (zz,2y* + 22,2y + 2)
langs kurvan C' som sammanséatts av delarna
Cr:z=0, y>*+22=1, 2>0, y:-1—1
Co:2=0, z4+y=1, y:1—0
C3:2=0, z—y=1, y:0——1
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60. 60 Berédkna integralen

dar

]{A-dr,
c
2

A =ey(a® —aly +2)) +ey(y” —az) + ex(2* — alz +y))

och C' ar den kurva som utgor skarningslinjen mellan cylindern
(¢ —a)’+y* =a’
z>0

och sfaren
2 +y? + 22 =R? (R? > 4a?).

Omloppsriktningen ar sadan att vid x = 0 dr kurvans tangentvektor parallell
med —e,.

61. 61 Vektorfaltet A ges av
A=@a?—yy?—22>—1)

och kurvan C ar skdrningen mellan ellipsoiden

och koordinatplanen

=0 x>0 x>0
y=0 y=20 y =
z > z>0 z=
Berdkna integralen
A .- dr
c

om omloppsriktningen ar sadan att i zy-planet (r x dr) || e,.

62. 62 Anvind Stokes’ sats for att berdkna linjeintegralen av vektorfaltet
A = (yz+2z,2y —x + z,zy + 5y)

lings skirningslinjen C' mellan cylindern 22 + 22 = 4 och planet x + y = 2.

Kurvan C' ar orienterad sa att dess tangentvektor i punkten (2,0,0) &r (0,0, 1).
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Indexrakning

63. 63 Lat f =12, g = 1/r%, A = (2%,4%,2°%) och B = (z,y,2). Forenkla fljande
uttryck, dels genom att anvanda direkt berdkning, dels genom indexrékning:

2) grad(fg)
b) div(fA)
¢) rot(fA)
d) grad(A - B)
e) div(A x B)
f) rot(A x B)
2) (A-V)B
h) (A x V) x

64. 64 Anvind indexrikning for att stélla upp formlerna:

_dér

r = (z,y, z) ar ortsvektorn, r = /22 4+ y2 + 22 ar ortsvektorns belopp, a och b
ar konstanta vektorer.



66.

67.

68.

69.

70.

71.
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66 Lat ¢ vara ett skaldrfilt som satisfierar Laplaces ekvation, dvs.
V%6 =0
och a = (ag, ay, a;) en konstant vektor. Forenkla sa langt som méjligt uttrycken

a) A = grad(a-grad¢).
b) B =rot(a x grad ¢).
¢) Berdkna A och B for specialfallet ¢ = xyz.

67 Bestdm konstanten k sa att vardet av vektorfaltet
A = rot(r*(r x a))

i varje punkt P blir en vektor, som &r parallell med ortsvektorn r fran origo till
P. a ar en konstant vektor.

68 Vektorn a #r en konstant vektor och r = (x,y, z) &r ortsvektorn. Berdkna

a-r axr
grad(—3 )—i—rot( 3 >
r r

De utnyttjade operatorformlerna skall motiveras utforligt med indexrakning.

69 Lat a, b och ¢ vara konstanta vektorer och r = (z,y, z) vara ortsvektorn.
Hérled ett noédvandigt och tillrdckligt villkor pa a, b och ¢ for att cirkulationen
av vektorfaltet

A=(axr)x (bxr)

skall vara noll langs varje sluten kurva, som ligger pa en nivayta till skalarfaltet

o(r)=c-r.

70 Det magnetiska féltet B &r kéllfritt och har foljaktligen en vektorpotential A.
Visa att
A(r) =kr x Bg + grad e

ar en vektorpotential for det homogena magnetfiltet

B(r) =By (Bo konstant vektor)

forutsatt att konstanten k ges ett lampligt varde. Berdkna k samt ange villkor
pa skalarfaltet .

71 En stel kropp roterar med vinkelhastigheten w rad/s kring en axel, vars rikt-
ning anges av enhetsvektorn n. Visa att rotationen for hastighetsfaltet

V=wilXr

ges av
rot v = 2wil.



72.

73.

74.

75.

76.

7.
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Integralsatser

72 En kropp med den glatta begrénsningsytan S har volymen V. Beridkna inte-

gralen
1
—ﬂ dS x (a xr),
2J)7s

dar r ar ortsvektorn och a en konstant vektor.

j{rxdr
c

till en ytintegral 6ver en yta S, vilken har C' som sin randkurva.

73 Omforma linjeintegralen

Hur skall S:s och C's orienteringar vara relaterade?

///errotAdV:2//VAdV

om A = 0 pa randytan S till integrationsomradet V.

//VA'BdV.

Vektorfaltet A har en skalar potential i omradet V och V:s begrdnsningsyta ar
en ekvipotentialyta for denna potential. Vektorfiltet B ar kallfritt i V.

74 Visa att

75 Berédkna integralen

Ledning: Integrera formeln div(¢B) = ... éver V.

ﬁg(axr)xds,

dér a ar en konstant vektor, r dr ortsvektorn och S ar ytan av en enhetssfar med
centrum i punkten b.

76 Berdkna ytintegralen

77 Berdkna integralen

]{j(a -r)dr,

dar C ar en cirkel med radien 1, vilken ligger i planet r-b = 0. a och b ar
konstanta vektorer och r ar ortsvektorn.



78.

79.

80.

81.

82.
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78 Berdkna integralen

ﬂ ondS,
s

4yt +22=1 (i pekar utat),

dar S ar sfarytan

och skalérfiltet ges av
¢=a*+2y—5z.

79 Berdkna integralen

//AxﬁdS,
S

A= (05 _Zvy)

dar

och S &r cylinderytan
x2+y2:1, 0<z<1

med normalen riktad ut fran z-axeln.

80 Visa med utgangspunkt fran Gauss’ sats att ytintegralen

ﬂS(A-ﬁ)BdS

kan omformas till en volymsintegral 6ver den av ytan S omslutna volymen V. i
ar S:s utatriktade normal.

Vilka forutsittningar rorande vektorfialten A (r) och B(r) maste man gora?

81 Bestam alla vektorfilt A, for vilka géller att
ﬂ A - 1dS = sju ganger den av S omslutna volymen,
s

oberoende av S:s ldge och form.

82 Skalarfalten ¢(r) och 1 (r) ar kontinuerligt deriverbara tva ganger och 1) antar
véirdet 1o (konst.) pa randkurvan C till ytan S.

Visa med hjilp av Stokes’ sats att ytintegralen

//(gradqb x grad) -ndS = 0.
s



83.

84.

85.

86.

87.
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83 Bestam integralen

]{rxdr,
c

22 +y2=a

dar C ar ellipsen
2
z=a+x
med sadan omloppsriktning att projektionen i zy-planet genomléps moturs,

a) genom direkt berdkning.

b) genom att anvinda Stokes’ universalsats.

84 Den slutna ytan S dr en nivayta till skalarfaltet ¢ (z,y, z). Berdkna integralen

///v grad ¢ x grady dV

over det av S inneslutna omradet V. Vilka forutséttningar rérande skalarfilten
¢ och 1 maste man gora?

Ledning: Utveckla rot(« grad ¢).

85 Omforma linjeintegralen

r x (r x dr)
c

till en ytintegral 6ver en yta S, som ar inspand i kurvan C. r = (z,y,2) ar
ortsvektorn.

86 En sluten ledare C, som genomflyts av en elektrisk strom med styrkan I,
befinner sig i det homogena magnetfiltet B (B = konstant vektor). Kraftmo-
mentet pa ledaren ar

M:—Ij(rx(Bxdr),
c

dar r betecknar ortsvektorn.

Omforma M till en ytintegral, som skall férenklas sa mycket som méjligt. Studera
sérskilt specialfallet att C' &r en cirkel med radien R som ligger i planet r-fi = p.

Stokes’ sats skall anvindas.

Ledning: Skaldrmultiplicera M med e; (i = z,y, 2).

87 Bestdm skalérflten 1 (r) och ¢(r) sa att ytintegralen

// r ) grad ¢ + p)dS

blir lika med linjeintegralen
]{ 1
grad — x dr
C T
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langs S:s slutna randkurva C. @ ar S:s normalvektor. Varken S eller C' gar
genom origo.

Stokes’ sats men ingen annan integralsats far forutsittas bekant.

88 Anvénd en integralsats for att berikna integralen

// (222% + xy + 2% dS,
s

dér S ar den del av ytan 22 = 22 +y? for vilken 0 < z < 1. Ytans orientering ar

sadan att normalen fi har negativ z-komponent.
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Cylinderkoordinater

89 Berakna vinkeln mellan ytorna
p = Cos och z = psing

i punkten

1
p_ﬁv @—17 3—5-

Rékningarna skall genomforas i cylinderkoordinater.

90 Temperaturférdelningen i en cylinder beskrivs av skalarfaltet
T = ,o2 + 22 cos? .
Punkten P har koordinaterna

p=2, SD:Za z=1

Hur snabbt 6kar temperaturen da man utgar fran P i riktningen e, — 2e,?

I vilken riktning utgéende fran P 6kar temperaturen snabbast och hur stor ar
den maximala temperaturékningen per langdenhet?

91 Ett vektorfilt har potentialen

a .
(— + bp) sin @,
p

dér a och b ar konstanter. Berdkna vektorféiltets flode ut genom en sluten yta,
som ej skérs av z-axeln.

92 Visa att vektorfiltet

A =2?sin® pe, + (22 sin2p — % sin p)e, + (cosp + 2pzsin® p)e,
P

har en skaldr potential ¢(p, ¢, 2).

Berdkna sedan linjeintegralen

Q
/ A - dr,
P

pP:]-v Yp =

dér P och @ har koordinaternas:

ZPZ].

PQ =5, Yo=75, 2@q=-—1
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93. 93 Vektorfaltet
A(p, ®, Z) = f(P)esa
satisfierar ekvationen

VZA = 0.

Bestam f(p). Anvéind vektorformeln rotrot A = ..., vilken skall uppstéllas med
indexrékning.

94. 94 Visa att cirkulationen av vektorfaltet

cos ¢ sin ¢
2 ©r 2 €
P P

runt varje sluten kurva, som ej omkretsar z-axeln, ar noll.

95. 95 En stel kropp roterar med vinkelhastigheten w.

a) Uttryck kroppens hastighetsfalt v = v(r) i ett cylindriskt koordinatsystem,
vars z-axel sammanfaller med rotationsaxeln.

b) Visa att vektorfiltet har en vektorpotential A.

c¢) Berdkna den vektorpotential for v(r) som har formen
A= AP(P’ 28 Z)ep
och som &r sa allmén som mojligt.

Réakningarna skall utforas i cylinderkoordinater.

96. 96 En elektrisk strém I flyter i en odndlig, rak cylindrisk trad med radien R.
Magnetfiltet B utanfor traden ar

I,uoe@
B(r) = ——, > R.
(r) = - P

a) Visa att divB = 0 sa att B har en vektorpotential. Bestdm en vektorpo-
tential av formen

A=A (pe..
(Funktionen A, (p) skall beréiknas.)

b) Visa att rot B = 0 for p > R, men att det inte finns nagon skalér potential
¢ sadan att B = grad ¢ i omradet p > R.

97. 97 Berédkna VQe@, dér e, ar den basvektor i cylindriska koordinater som é&r
associerad med vinkeln .

Ledning: Anvénd vektorformeln rotrot A = ..., vilken inte behover bevisas.
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Sfariska koordinater

98 Laty =~ A =sinle

r2 T

dér (r,0, ) ar sfariska koordinater, definierade genom

x = rsinfcosp
y=rsinfsingp
z =rcost

Berékna
a) V.
b) V x A.
¢) V%) och V x (V x A).

99 Genom att tillimpa indexrikning pa rot rot A kan man fa ett uttryck pa VZA.

a) Genomfor detta.
Anvand det erhallna uttrycket for att bestdmma

b) VZe,.
c) VZe,.

Berdkningarna skall utforas i sfiriska koordinater.

100 Punkten P ligger pa rotationsellipsoiden

3

"= 3+ cosb’

Berékna vinkeln mellan ellipsoidens normal np i P och ortsvektorn rp fran origo
till P som funktion av vinkeln mellan rp och z-axeln.

101 Tryckfordelningen i en sfir beskrivs av skalarfaltet
p=r12sinfcos .
Punkten P har koordinaterna

=2 0=— = —.
r ) 2) SO 4

Hur snabbt okar trycket da man utgar fran P i riktningen e, + e,?

I vilken riktning utgaende fran P 6kar trycket snabbast och hur stor &r den
maximala tryckokningen per ldngdenhet?

Rékningarna skall genomforas i sfiriska koordinater.
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102. 102 Temperaturférdelningen i en kropp beskrivs av skalarfaltet

_ 2+cost

T 2

Punkten P har de sfariska koordinaterna

=2, 0=— =_.
r b 2) SO

Hur snabbt 6kar temperaturen da man utgar fran P i riktningen e, + e,?

I vilken riktning utgéende fran P Okar temperaturen snabbast och hur stor ar
den maximala temperaturokningen per langdenhet?

Rékningarna skall genomforas i sfiriska koordinater.

103. 103 Visa att vektorfaltet

3cos?f —1 sin 260
= e, +

A

€9

rd rd

har en skalar potential ¢.

Anvéand potentialen for att berdkna linjeintegralen

Q
/ A - dr,
P

dar P:s koordinater ar
och @:s koordinater ar

Ledning: Los ekvationssystemet grad ¢ = A i sfariska koordinater enligt samma
princip som tillimpas i kartesiska koordinater.

104. 104 Ett vektorfilt A ges av
A= ! 320 3in 26
= r—3(cos ep —sin20e,)
a) Berdkna rot A.
b) Berdkna div A.

c¢) Existerar ett skalarfalt ¢ (r, 0, ¢) sa att A = grad? Motivera svaret och
bestdm — om svaret ar jakande — funktionen 1.
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105 Vektorfaltet e
o}
ar kallfritt for » # 0 och har foljaktligen en vektorpotential A. Berdkna den
allménnast mojliga vektorpotential A som dels kan skrivas pa formen
A=A,(r6,0)e,

och dels &r kallfri. Den erhallna vektorpotentialen ar ej definierad i vissa punkter
im rummet. Ange dessa punkter.

106 Visa att linjeintegralen

fran punkten P:

till punkten Q:

™ 3
r ? 47 SO 2

ar oberoende av vigen, forutsatt att vigen ej skér planet ¢ = 7 eller z-axeln.
Beréakna dven integralens varde.

107 Anvénd Stokes’ sats for att berdkna linjeintegralen
7{ (sinfep +sinfe,) - dr,
c

déar C' ar skarningen mellan en sfar med medelpunkten i origo och radien 1 samt
de delar av planen
z =0, y =0, z2=0

for vilka z,y,z > 0. Kurvans orientering, som du far vélja sjilv, skall tydligt
anges. Kontrollera resultatet genom direkt integration.

// egds,
S

a:2—|—y2—|—z2=1, z,y,2 > 0.

108 Berakna integralen
dar S har ekvationen
109 Berékna cirkulationen av vektorfaltet

cos cosf cos sin
. €, A 0 .
r2sin 6 r2sin® 0 r2sin” 6

€y,

langs en sluten kurva, som ej omkretsar z-axeln, men for 6vrigt ar godtycklig.
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110. 110 Lat a vara en konstant vektor och r ortsvektorn. Beriakna
a) grad(a-r)
b) div(a x r)

c¢) rot(a x r)

genom att forst transformera félten a - r resp. a x r till ett lampligt valt sfariskt
koordinatsystem, samt darefter tillimpa uttrycken pa grad, div och rot i ett
sfariskt koordinatsystem.

111. 111 Berdkna

o (sinf
\Y < 7"2 69) .
Rékningarna skall genomforas i sfiariska koordinater med hjélp av formeln

V2A = graddiv A —rotrot A.

112. 112 Berdkna
VQQQ.

Rékningarna skall genomforas i sfiriska koordinater.

Nagra viktiga vektorfalt

113. 113

a) Visa med direkt berdkning att Gauss sats inte géller for

(z,9,2)

A(xvya Z) = (xQ + y2 + 22)3/27

dér S ar sfarytan med radie R centrerad i origo som omsluter volymen V.
Varfor géller inte satsen?

b) Bekrifta med direkt integration att Gauss sats géller for vektorfaltet A i
(a) nar S ar ytan S; med radie Ry plus ytan S med radie Rg, och V &r
volymen mellan S7 och Ss.

¢) Vilket villkor maste ytan S uppfylla f6r att Gauss sats skall vara uppfylld
for A i (a)?

114. 114 Berakna flodet av vektorfaltet

q
grad (m + pz4>
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ut ur omradet
2?4 y? < 4c?

|z] < 2¢

115 Berédkna flodet av vektorfiltet

Ta ! 1‘3
8 d<\/(x—3)2+(y+1)2+22+ y)

ut ur en sfar med radien 3 och medelpunkten (2,1, 1).

116 En kvadrupol i origo ger upphov till vektorfaltet

3cos?6 —1 sin 20
1 e, + T €0-

r r

Anvind Gauss’ sats for att berdkna flodet av detta falt ut ur cylindern

117 Berédkna flodet av vektorfaltet

1
grad [ Inp + ———
p2 +Z2

pPP+22<1

ut ur omradet

a) med hjalp av Gauss’ sats.

b) genom direkt integration.

118 Berékna flodet av vektorfiltet

ut genom rotationsellipsoiden

a) med hjalp av Gauss’ sats.

b) genom direkt integration.
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Vilket svar hade man fatt om faltet istallet hade varit

1
- e,?
,

119. 119 Beridkna linjeintegralen

2
%—eg,-dr
LP

langs den slutna kurvan L enligt figuren.
T z
GIRSE
(N

2

X

120. 120 Anvand Gauss’ sats for att berakna flodet av vektorfaltet

ut ur omradet
Pyt (2 -2 <4

121. 121 Visa att pastaendet i exempel 94 géller &ven om kurvan omsluter z-axeln.

122. 122 Polerna i en dipol har styrkorna +¢ och sammanbinds av vektorn a (spetsen
i pluspolen).
Bestam flodet av dipolfiltet ut ur en sluten yta S som
a) omsluter bagge polerna.

b) omsluter endast pluspolen.

¢) inte omsluter nagon pol.
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123. 123 Beridkna flodet av vektorfiltet

ut genom en godtycklig sluten yta S som begriansar ett omrade V som innehaller
origo.

e ir en konstant enhetsvektor.

Ledning: Anvéand sfiriska koordinater.

Faltlinjer

124. 124 Bestam ekvationen for faltlinjerna till vektorféltet
A = (2x2,2yz, —x? — o).

Ange speciellt ekvationen for faltlinjen genom punkten (1,1,1) och finn den
faltlinjens skdrningspunkt med planet

z+y=1.

125. 125 Ange ekvationen for faltlinjerna till vektorfiltet
pcospe, + erq, + psinpe,.

I vilka punkter gar faltlinjen genom punkten

p= 3, Y= ga z=2
genom planet y = 07
126. 126 Ange ekvationen for faltlinjen till dipolféltet
0
A =grad c052 .
r
Bestam speciellt faltlinjen genom punkten
0
= s 0 = -, = O
r=a 5 %)

Berdkna det storsta virde som avstandet mellan en punkt pa denna filtlinje och
origo kan anta.
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Kontinuitetsekvationen, Greens satser, Lapla- ces och Pois-
sons ekvationer

127 Berdkna potentialen ¢ som loser Laplaces ekvation for ett system av tva
parallella plattor pa avstand d. Den ena platttan har potential ¢ = 0 och den
andra ¢ = ¢p=Kkonstant.

128 Berdkna potentialen ¢ som loser Laplaces ekvation for ett system av tva
koncentriska sfariska skal med radie Ry och Ry > R;. Sfaren med radie R; har
potential ¢ = 0, och sfiren med radie Ry har ¢ = ¢pg=Kkonstant.

129 Pa ett sfiariskt skal med centrum i origo och radie R ar potentialen

sin ¢

e vy L

Vad ar potentialen i origo?

130 Det regnar pa en cirkulér, horisontell platta, vars radie ar po m. Regntéatheten
ar k(p, p,t) m/s, och vattnet strommar mot plattans kanter med hastigheten:

V= Up(ﬂ, 907 t)ep + v‘/’(p7 90’ t)e@ [m/S]

som ar ett medelvarde bildat 6ver olika djup. Vattenlagrets tjocklek &r d(p, ¢, t) m.
Hur lyder kontinuitetsekvationen for stromningen i polédra koordinater p och @7

Berdkna speciellt d om forloppet ar stationért och om

2
k=k (1 - <£> ) och v= voﬁep (k, vy konst.).
Po Po

131 En platta av stor utstrackning begrédnsas av planen z = 0 och =z = d.
Dessa begransningsytor halls vid konstanta temperaturer Ty resp. T;. Bestam
temperaturférdelningen i plattans inre, dir Laplaces ekvation V2T = 0 giller.

132 En kondensator bestar av tva koaxiala cirkuldra metallcylindrar. Den inre
har radien R; och potentialen Vj, medan den yttre, vars radie ar Ry, har po-
tentialen V5. Potentialen V' satisfierar Laplaces ekvation i omradet mellan cylin-
drarna och ar kontinuerlig vid cylinderytorna. Bestdm potentialen V' och den
elektriska féltstyrkan e = —gradV i detta omrade. (Randeffekter forsummas,
dvs. V far antas konstant i axelriktningen.)
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133 En ensam, elektriskt laddad metallkula med radien R har den konstanta po-
tentialen Vp. Potentialen V (r) ar kontinuerlig vid kulans yta samt lyder Laplaces
ekvation i den omgivande rymden.

Bestam V(r) samt e = —grad V.

134 Tyngdkraftsaccelerationen G kan skrivas G = — grad ¢, dar potentialfunk-
tionen ¢ satisfierar ekvationen:

V2 =p,

dar v ar en konstant och p ar masstatheten.

Berakna tyngdkraftfaltet for jorden om denna approximeras med en ensam sfar
(radie R) med konstant masstéithet po.

135 Skalarfaltet ¢ satisfierar Laplaces ekvation i V', och pa V:s begriansningsyta
S giller
o=/,

dér f ar en given funktion. Visa att for varje funktion ¢ sadan att

Y=fpals

JJ[ teaairav = [[[ @raaspav

¢ och 1) antas vara kontinuerligt deriverbara tva ganger.

galler att

136 Skalarféltet ¢(p, ) beror ej av z och satisfierar Laplaces ekvation i hela
rummet. Visa att ¢:s varde pa z-axeln kan skrivas

¢<0,—>=v//5¢>ds,

p=R, —h <z<h.

dar S ar cylinderytan

Bestam konstanten .

Ledning: Tillampa Greens andra teorem pa skaldrfilten ¢ och Inp 6ver det
omrade som begransas av ytorna

p=R, p=E¢, z = h, z = —h.

137 Den stationira temperaturfordelningen T'(r) inuti en kropp V' satisfierar
Poissons ekvation

1
VQT = —Eﬁ(r).
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Den specifika virmeledningsformagan k dr en konstant och den givna funktionen
k(r) anger varmeproduktionen per volymsenhet och tidsenhet i kroppen.

Kroppens begrinsningsyta halls vid den givna temperaturen 6(r). Genom métningar
av varmeflodet genom S har man bestamt funktionen

v(r) = —kgradT - i

pa S. n ar S:s utatriktade normal.

Visa att temperaturen i en godtycklig punkt rp kan uttryckas i de kdnda funk-
tionerna x(r), 8(r) och v(r) enligt formeln:

= e e

+cﬂ ) s
s |r—rp|

Bestam konstanterna a, b och c.
Ledning: Anvand Greens andra teorem pa skaldrfalten
och T(r).
r— (x)

Betrakta omradet mellan sfiren |r — rp| = € och randytan S.

138 Potentialen i punkten rp fran en dipol med dipolmomentet a, vilken befinner
sig i punkten r, ges som bekant av
a-(rp—r)

lrp —x*

¢(rp) =

Lat S vara en yta med randkurvan L. Ytan ar likformigt belagd med infinites-
imala dipoler sa att summan av alla dipolmomenten i ytelementet i dS ges av

vektorn
onds,

dér o &r en konstant. Potentialen i punkten rp fran dipolytan blir i sa fall

I‘P // I‘P—I' ———=dS.
FP—PP

a) Visa att ¢(r) ar proportionell mot den rymdvinkel Q som L upptar da den
betraktas fran punkten rp.

b) Hur dndras potentialen da man passerar genom dipolytan? Studera speciellt
fallet att S &ar en sluten yta.

139 De slutna kurvorna C;7 och Cs omsluter ytorna S; resp. S. Visa att

/(jl/c2(r1—r2)2dr1-drgz—4<//51d81) . (//Sds)

r; (r2) ar ortsvektorn for en punkt pa Cy (Cs). dry (dra) ér linjeelement pa Cy

(C2).
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Kroklinjiga koordinater

140. 140 Berakna skalfaktorer och enhetsvektorer for foljande koordinattransforma-
tion, och kontrollera att basvektorerna ar ortogonala:

T =ui +us+ Tus, y = u1 — 3us + us, z = 2uy + ug — 4us.

141. 141 Berdkna volymsintegralen

///v o(z,y, z)dV

genom att gora det foreskrivna variabelbytet:
a) ¢(z,y,2) = x2 + yz och V : ellipsoiden (z/a)? + (y/b)? + (z/c)® < 1.
Variabelbyte: * = au;, y = bug, z = cus.

b) ¢(x,y,2) = (x + yz) och V : tetraedern som begréansas av koordinatplanen
och planet z+y+2z = 6. Variabelbyte: z = 6 —2us, y = 2us —2u1, 2z = 2us.

142. 142

a) Bestdm de normerade basvektorerna i det kroklinjiga koordinatsystemet

up = a% —y?

Ug = TY

us =2

och visa att de &r ortogonala.

b) Uttryck divergensen av ett vektorfalt A = A(u1, ug, us) i derivator av filtets
komponenter ldngs dessa basvektorer. (Svaret skall endast innehalla koor-
dinaterna wuy, us och us.)

143. 143 Paraboliska koordinater u, v, ¢, definieras av ekvationerna:

T = UV CoSs @

y =uvsinp
Lo o
z=—(u"—v
S )
a) Bestam u, v, ¢ som funktioner av de kartesiska koordinaterna x, y, z. Ange
variationsomradena for u, v, .

b) Ange ekvationerna f6r koordinatytor och koordinatlinjer samt skissera deras
utseende.

c) Visa att de paraboliska koordinaterna &r ortogonala.
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d) Stall upp gradienten i paraboliska koordinater.

e) Bestdm sambandet mellan basvektorsystemen
eu, €, €, och e;, e, e,.

f) Referera ortsvektorn r samt punktkéllans vektorfilt

€
r2

till paraboliska koordinater.

144. 144 Betrakta de kroklinjiga koordinaterna u, v och w definierade genom

50

u = rsin® —
2

2 0 )

v =r1Ccos” —
2

w = 2¢p
dar r, 6, ¢ ar de sfariska koordinaterna.

a) Visa att u, v, w ar ortogonala koordinater och bestdm skalfaktorerna h,,,
hy och hy,.

Ledning: Bestam forst Vu, Vv och Vw.

b) Bestdm divergensen av vektorn

A =e Vu? +uv+ e, \Vv? + uw.

145. 145 For godtyckliga kroklinjiga koordinater kan man skriva

_ 09 99 ¢
V(b = 8—U1Vu1 + a—UZVU,Q + 8—U3VU,3 (1)

a) Visa detta och anvind (1) for att bestdmma det villkor u;, ug och ug maste
uppfylla for att V2¢ ska fa den enkla formen

10% 10% 1 0%

Vip= o b et

*= 1200 T howd T W0l
dar )
hi = ——.

b) Bestim ui(r), uz(0), us(p) sa att V2¢ far denna form och ge slutligen
uttrycket for V2¢ uttryckt i dessa koordinater.
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146 De kroklinjiga koordinaterna u, v och w ar definierade genom

x = acoshucosv
y = asinhusinv

z=w
Bestdm basvektorer och skalfaktorer samt sok den 16sning till ekvationen
V2 =0

som enbart beror av u, och pa ellipserna

1‘2 y2 Cl2 .132 y2 a2
- e — h —_— _ = —
T 9 "1 % 16 9

antar virdena 0 och 2 respektive. (u > 0,0 < v < 27.)

147 Ett kroklinjigt koordinatsystem (£, 7, () ar givet genom

E=p-y —o00<E<00
”=p+y 0<n<oo
(=2

Har ar p = y/x2 + y? och tecknet pa £ definieras genom x = &n).

a) Bestdm de normerade basvektorerna e¢, e, och e. samt transformationsko-
efficienterna
ag = ey ey i =E&1n,(
Ar (&,71,¢) ett ortogonalt system?
b) Bestdm skalfaktorerna och div A, déar

A= ﬁ (%(3772 + Eec + 136 + n2>en) -

148 Betrakta de ortogonala kroklinjiga koordinaterna
u=r(l—cosb)
v=r7(1+ cosf)
w=

Hur ser gradienten av ett falt ¢ och ortsvektorn r ut i det nya basvektorsystemet
€y, €y, €47

149. 149
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a) Transformera Laplaces ekvation till paraboliska koordinater u, v, ¢.
b) Bestdm den allménna 16sningen pa formen ¢ = ¢(u).

c¢) Referera denna 16sning till sfiriska koordinater samt verifiera att den satis-
fierar Laplaces ekvation i sfariska koordinater.

150. 150 Ett skalarfélt ¢, som enbart beror av
w=r+z=a24+y2+22+2

satisfierar Laplaces ekvation V2¢ = 0 jimte randvillkoren

T =3a =0
¢=0 for y=0 och ¢:¢0 for y=0
z=4a z=a

For att bestdmma ¢ anvands lampligen koordinaterna u, v, ¢ definierade ur

T = UV COS 0<u<oo
Yy =uvsinp 0<v< @
z=§(u2—v2) 0<p<2rm

Visa att dessa ar ortogonala, bestdm skalfaktorerna och uppstéll sedan ekvatio-
nen for ¢ samt bestam ¢.

Tensorrakning

151. 151

a) Visa att transformationen z; = L), med

L
V2 V2
1 1 1
(Lik) = 5 Tk 2
1 1 1
2 V2 2
ar en rotation.
b) Bestdm komponenterna 77, om
0 1 0
(Ti)=| 1 0 1

o
—
o
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152 En tensor har komponenterna A;; = 1, Aj = 0 om ¢ # 1 eller k # 1,
relativt det kartesiska koordinatsystemet K. Ange tensorns komponenter relativt
koordinatsystemet K’, som ar vridet vinkeln a relativt K kring den med K
gemensamma rz-axeln.

153 Tensorn A har féljande komponenter relativt det kartesiska koordinatsys-
temet K:

1 i+j=4
0 i+j+#4

Aij =

Bestdm Aj; i ett koordinatsystem K’ som é&r vridet vinkeln a relativt K kring
den med K gemensamma ri-axeln.

154 En andragradsyta har ekvationen
Aijxixj + Bixz; =0
i det kartesiska systemet K. I ett annat kartesiskt system K’ blir ekvationen

/A r_
Aijxixj + Bjz; = 0.

Visa att A;; (som forutséitts symmetrisk) och B; utgdér komponenter av tensorer.

155 Berékna

a (5“
b

c
d

)
) Oij€ijik-
) €ijkEejk-
)

€ijkEijk-

156 Visa att tensorer med foljande komponenter &ar isotropa.
a) Aijre = 050k
b) Bijie = 0idje + 0iedjk

¢) Cijit = €nijEnke

157 A;; och B;; ar kartesiska komponenter av tensorfalt. Visa att foljande stor-
heter &r kartesiska komponenter av tensorfalt och ange deras ordning.
a) A;j B
b) Ai;Bji
0A;;
8a:k
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0x;0xy

e) //VAijAjk dml d:rg d!Eg

158. 158 Anvéand tensormetoder for att omforma foljande uttryck. Resultaten skall
oversattas till gangse vektorbeteckningar.
a) divrot A
b) (A xB)-rotC
c) rotrot A
d) rot(A x B)
) div(r x grad ¢)
f) rot(r x grad ¢)
g) rot(r x rot A)
h) div(grad ¢ x grad )
V x ((r-V)B)
V- ((rx V) xB)
(A-V)(BxC)

@

—

i)
)
k)

159. 159 Visa att
(rxV)x(rxV))p=—(rxV)op

160. 160 Anvénd tensormetoder for att omvandla féljande linjeintegraler till ytinte-
graler:

a) %Axdr
c

b)ijB-dr
c

c) j{ gijAijdsy  dar Ay &r ett kartesiskt tensorfalt.
c

161. 161 Lat A vara ett virvelfritt vektorfalt. Omforma

//SAst-ds

till en linjeintegral.
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162 Omforma
// (grad ¢ x Grad A) - dS
S

till en lineintegral. Med grad ¢ x Grad A avses

9o OA,

(grad ¢ x Grad A);p = gijk%ja—xk'

163 Omforma med tensormetoder foljande integraler till ytintegraler:

2) //VVX(VXA)CZV

b) ///V(grad(bx V). AdV
164 Skriv
///V(B-V)Adv

som en ytintegral om B ar ett kallfritt falt.

165 I Kirchhoffs behandling av diffraktionsfenomen upptrader uttrycket

ﬁ{g(dS-V)E—l—ﬁgde(VXE)—-@{SdS(V-E),

déar E &r ett vektorfilt och S en glatt yta. Visa att uttrycket blir noll.

166 I en kropp flyter en elektrisk strom med stromtéitheten j = j(r). Kraften pa
volymselementet dV ar da
dF =jx BdV,

dir B &dr den magnetiska faltstyrkan. For det magnetiska féltet géller

divB = 0,
rotH = j,
B = /.L()H

Skriv kraften pa en delvolym V' som en ytintegral av formen

eiﬂ Tij de
S

och bestdm harigenom de kartesiska tensorkomponenterna 7;;.
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167. 167 En tensor har i det kartesiska koordinatsystemet K komponenterna

1 0 0
Tw)=11 1 1
0 0 1

Existerar ett kartesiskt koordinatsystem K’ sa att

a)

A0 0
0 0 As
b)
0 a b
( ilk) = c 0 d ?
e f O
c)
a b c
( ilk) = b 0 O ?
c 0 0
168. 168 Den s.k. centifugalkraften
F=—-mwx (wxr)

definierar en vektorvard funktion av r.

a) Visa att man kan associera denna med en tensor och bestdm tensorns kom-
ponenter.

b) Bestdm tensorns egenvirden och egenvektorer.

169. 169 Potentiella energin hos ett system bestaende av tva sma stavmagneter med
magnetiska momenten m; och ms placerade pa avstandet r fran varandra kan

skrivas )
¢ = (m1 . V)(mg . V);

a) Visa att man kan definiera en tensor vars kartesiska komponenter M;; upp-
fyller ekvationen
¢ = Mizmi;ma;.
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b) Bestdm tensorns egenvirden och egenvektorer.

170. 170 Kraften
F=evxB

som verkar pa en laddad partikel i ett magnetfalt B utgor en vektorvard funktion
av partikelns hastighet v.

a) Visa att man kan associera en tensor av andra ordningen med denna funk-
tion.

b) Visa att denna tensor har tva imaginéra egenviirden och ett egenvérde = 0.
Bestédm egenvektorn, som svarar mot det senare.

171. 171 T ett omrade finns elektriska laddningar med laddningstétheten p(r). Den
elektriska kraften pa volymselementet dV &r

p(r)E()aV,
dér E(r) ar den elektriska faltstyrkan. Det géller att
1
divE = —p
€0
E = —grad¢

dér ¢ ar den elektriska potentialen.

Visa att totala kraften pa en delvolym V kan skrivas

F= eiﬂ Tiknk dS,
S

1
Ty = DiEy, — §DjEj57;k.

dar

172. 172 Anvand tensormetoder for att skriva

///V(AdivA—A x rot A)dV

som en ytintegral 6ver den yta S som omsluter V. Resultatet skall sedan
anvandas dels pa

a) ett stationért elektriskt filt genom att sitta A = E dar E lyder

rotE=0

divE = @
€o
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b) och sedan pa ett stationdrt magnetiskt falt genom att sitta A = B dar B
lyder
divB=0

rot B = poi(r)

med p som laddningstatheten och i som stromtéatheten.

Blandade vektortal

173. 173 Den potentiella energin mellan tva dipoler med dipolmomenten m; och mo
pa avstandet r kan skrivas:

6= (ml-V)(mg-V)%.

Utveckla uttrycket sa att beroendet av vinklarna mellan vektorerna mi, my och
r framgar. Bestdm vérdet pa ¢ for det fall att

1
m;-e, = §|m1|,

1
ms-e, = §|m2|,

1
m;-mp = —§|m1||m2|.

174. 174 Vektorpotentialen fran en magnetisk dipol ges av

Lo M X T
47 13

dér dipolmomentet m &r en konstant vektor och r ar ortsvektorn. pg ar en
konstant. Ur vektorpotentialen berdknas den magnetiska induktionen B enligt

)

B =rot A.

Bestdam B for r # 0.

175. 175 En elektrisk dipol i origo omger sig med potentialféltet

v — _2sin92cos<p.
r
a) Hur snabbt 6kar potentialen V' om man utgaende fran punkten
P:r=1,0=7/4, ¢=0

ror sig i riktningen e, —e,?
b) I vilken riktning utgaende fran P Okar potentialen snabbast, och hur stor
ar den maximala potentialokningen per ldngdenhet?
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176 Sambandet mellan laddningstétheten p(r) och den elektriska faltstyrkan E(r)
i ett statiskt elektriskt falt ges av

1
divE = —p(r),
€0
dar €g ar en konstant.

Antag att man pa ytan S av en sfiar med radien a och centrum i origo métt upp

faltstyrkan och funnit
2
Pod Ts Ys Zs
By = 0 (73 11 ) \
o g0 \a?’ b?’ 2 (1)
I (1) ar (xs,ys, zs) koordinater for punkter pa S. Observera att filtstyrkan i
punkter (x,y,z) inuti sfaren ej nodvandigtvis ges av (1). Bestam laddningen
inom sféren.

177 I en stel kropp, som roterar kring en fix punkt kan hastighetsfiltet skrivas
v(ir) =wXxr
och accelerationsféltet
alr) =wxr+wx (wxr).

Bestdm div v, rot v, diva och rota. (w och w &r funktioner endast av tiden.)

178 T ett plasma av hog tathet géller att krafttédtheten f kan skrivas
f =ix B —gradp,

dér i ar stromtatheten, B magnetfaltet och p trycket.
Mellan i och B rader relationen rot B = uoi. Vidare géller div B = 0. Visa att

2
f= i(B-V)B—grad (p—i—B—).
Ho 210

179 Kraften pa en enhetsladdning fran en dipol med dipolstyrkan p ges av

2cosf sin 0
F=pler—gmte 03
r r

forutsatt att origo valts i dipolen och z-axeln i dipolmomentets riktning. Bestam
divF och rot F for r # 0.

Arbetet skall utforas i sfariska koordinater.

180 Vektorfalten

A = (227 -y yz+ 27 2y?),
B = (—y,x,O)

ar givna. Berakna
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181 Berédkna integralen

// A -rot BdV,
\%

déar vektorfiltet A har en potential i omradet V', vars begransningsyta ar en
ekvipotentialyta for denna potential.

182 Beridkna flodet av vektorfaltet
A =grad ar '31‘
,

ut ur en kub med kantlingden 1, medelpunkten i origo och en rymddiagonal
parallell med den konstanta vektorn a.

183 Vektorfilten A(r) och B(r) &r kontinuerligt deriverbara i det enkelt sam-
manhéngande omradet V. De bada félten har samma divergens och rotation i V.
Vidare ar deras normalkomponenter pa V:s begransningsyta S identiska. Visa
att

A(r) =B(r)

iv.

184 Ytan S begransas av en kurva C, som ar ekvipotentialkurva till ett skalarfalt
¢, dvs.
¢(r) = konstant for r € C.

//S(V(bwi)-dS:O,

dir ¢ = ¢(r) ar ett godtyckligt skaldrfilt. ¢ och ¢ forutsitts kontinuerligt
deriverbara.

Visa att

185 For vilka varden pa n uppfyller vektorféltet
A=ple,

ekvationen m
p

for p # 0. Anvénd relationen rotrot A = ...

Rékningarna skall genomféras i cylinderkoordinater.



186.

187.

188.

186 Ett vektorfilt av formen

ar kallfritt for r # 0. Vidare géller att

ﬂSF-dszQ,

dér S ar ytan av sfiren |r| = R.

a) Bestam f(r) och rot F.
b) Berikna

/F-dr,
c

. 3
r = a(egsinp + e dcosp + ez2—gp)
T

dar C ar kurvan

genomlopt fran ¢ = 0 till ¢ = 27.

187 En partikels rorelse beskrivs i cylinderkoordinater av ekvationerna:

p=1

™ .
p= §—|—s1nwt
2z = coswt

w ar en konstant och t &r tiden. Berdkna beloppet av accelerationsvektorn.

De totala differentialerna av de cylindriska basvektorerna ar

de, = eydp,
de, = —eydyp,
de, = 0.
188 Vektorfélten
1
A = 7742_|_a2r7
B = (a*>—7r)axr+r’r

ar givna. Bestam

// A -rotBdV
1%

Ledning: Genomfor partiell integration forst.

dér V éar sfiren |r| < a.

43
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189. 189 Anvénd Stokes’ sats for att berdkna integralen

]{C(axr)xdr,

dér C' ar en enhetscirkel som ligger i planet b -r = p. a och b &r konstanta
vektorer och p ar en konstant.

Utnyttjade operatorformler skall uppstéllas med indexrékning.

190. 190 Visa att om 1
F= - cotfe,

och ¢ = ¢(¢p) sa giller for varje yta S som omsluter volymen V att

ﬂswxdszﬂs%MS—//V%de

191. 191 Vektorféltet A dr homogent av graden n, dvs.
A(Az, Ay, Az) = A" A(z,y, 2) (1)

a) Visa att (r- V)A = nA.
Ledning: Derivera (1) m.a.p. A.
b) Berdkna div(r(r - A)).

192. 192 Visa att ytintegralen

e, N
T—Berds
s T

kan omformas till en volymsintegral av typen

J[[ sraaoav

over det av S omslutna omradet V', samt berédkna ¢. Origo &r en yttre punkt
till V.

Ledning: Anvind pa lampliga stéllen att e, = r/r.

193. 193 Vektorerna Eoch B uppfyller

E = gradg,
B = rotA.

///VE-BdV:o

om begransningsytan till V' ar en ekvipotentialyta till ¢.

Visa att
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Ledning: Studera

///V div(¢B)dV

omsorgsfullt.

194 Bestdm den allménna 16sning A till ekvationen
V’A=0

som har rotationssymmetri kring z-axeln samt translationssymmetri m.a.p. forflyttning
i z-riktningen.
Ledning: Varje vektorfalt A som har de ovanndmnda symmetriegenskaperna kan

skrivas
A =A,(ple,+Ay(ple, + Az(p)e..

195 Berakna integralen

//ewxﬁdS,
s

2+ +22=1 z,y,2 > 0, n-e, <0

déar S ar ytan

a) direkt.

b) med hjilp av en integralsats. Lat V' vara omradet

a:2—|—y2—|—z2§1, >0, y>0, z>0.

196 Vektorfaltet A &r virvelfritt pa ytan S samt antar virdet noll pa S:s rand-

kurva C. Visa att
// A xndS =0.
s

Ledning: Tillaimpa Stokes’ sats pa vektorfaltet
(e r)A,

dér e i tur och ordning sétts lika med e, e, och e;.

197 Det tva ganger kontinuerligt deriverbara, kéllfria vektorfaltet A satisfierar
Laplaces ekvation i V' och pa V:s begrénsningsyta S géller att A x i = C, dér
C éar ett givet vektorfalt som dr definierat pa S.

Visa att for varje kéllfritt vektorfalt B som &r kontinuerligt deriverbart tva
ganger i V' samt satisfierar randvillkoret B x i = C pa S géller att

///V(rotB)QdV2///‘/(rotA)2dV.

Ledning: Satt B = A 4+ D och anvénd formeln V- (A xB) = ...
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198 Vektorfaltet A har kontinuerliga andraderivator. Visa att om A satisfierar
ekvationen

rot A =aA (a#0),
dar « ar en konstant, sa foljer darav att A satisfierar ekvationen
(V2 +a*)A =0.

Utnyttjade operatorformler skall stéllas upp med indexrakning.

199 Beriikna den allménna 16sning u(x,y, z) till den biharmoniska ekvationen
V2(V2u) =0
som har

a) cylindersymmetri, dvs. u = u(y/2? + y?).
b) sfiarisk symmetri, dvs. u = u(/22 + y2 + 22).

200 Berakna integralen

//VA-BdV.

Vektorfaltet A ar virvelfritt i omradet V och vektorfaltet B har en vektorpoten-
tial som &r ortogonal mot V':s begrénsningsyta S.

Ledning: Anvénd formeln div(A x B) = ..., som skall uppstéllas med hjilp av
indexrékning.

201 Berdkna

a) med anvéndning av Gauss’ sats

b) genom direkt integration

integralen
I(R) :ﬂ Vé .- dS,
s
dér \
e* T
¢ =
r

och S ar ytan av en sfar med radien R och centrum i origo. Vilka blir vardena
av
lim I(R) och }\irr%) I(R)

R—o00
AF#£0 R<oo0
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202. 202 En partikel ror sig i en spiralliknande bana pa enhetssfirens yta sa att dess
lage vid tiden ¢t (0 <t < ) ges av

r=1
1
=2t

Bestam partikelns hastighetsvektor och accelerationsvektor refererad till det lokala
basvektorsystemet e,, eg, €.

De totala differentialerna av de sfariska basvektorerna ar:

de, = eydd+sinfe,dyp,

d69

—e,df + cosf e dyp,
de, = —sinfe,dyp — costeydp.



Svar och losningsanvisningar

=2

o

(z,y,2) /2% +y% + 22
lzl(z,y, 2)/ /2% + y? + 22
—(]}, Y, Z)

3lzy|(1,2,32)/v5 + 92

a

b
c

d

a) Avstandet = /a2 cos? wt + b2 sin® wt

b) v = (—awsinwt, bw coswt) a = —(aw?

coswt, bw? sinwt) = —w

2

r

48

. 6 b) Tva plan som har olika virden pa d ar parallella, och har darfér samma
enhetsnormal.

. 7 Normalriktningen: (0,—1,1/5);

. 8

9

En konyta; n = (0,1,1)/v/2; ej definierad (konens spets).

d(R?)
du

=2R- (A x R) =0, dvs. R? = konstant.

Tangentplanets ekvation: —10y+2z+25=10



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

10 r = (u?/4,u,u® +u/16), w:0—2, t=(1/2,

11

a) r = (V6 coshu,v3sinhu,v) eller r = (£v6 + 2uZ, u, v).

b) r = (u,v, (u? — 2v?)/2).

12r=(2,1,

13
a (1,1,1)
b) (1,2,3)

c
d

2(x,y, 2
(z,y,2

)

-

g

)
)
)
)
)
)
) -
h)

(yz,zz

14
24//6

15

D +u(-2,2,1), —2z+2y+2z=-1.

(1 L1)/(x+y+ 2)?
3(x+y+2)>%(1,1,1)

z) =2r
2) /% +y?+ 22

2(x,y, 2)/(2® +y* + 2°)°

) 2Y)

a) Nivaytor: ¢ = ¢, gradient: (yz,zz,xy)/2¢

b) Ledning: Visa att grad ¢ ar ortogonal mot tangentvektorerna d(z, y,

och samma for y.

16 grad f =

17 a) —1;

18 (1,1)

19

a) (2,4,1)
b) 5°C/s

(ye®¥1n z,xze®1In z,e"Y/z)

b) 2/(ev/3)

1,9/4).

49

c?/xy)/0x
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20. 20 Betrakta nivaytan ¢ = 22 — 2y? — 2z = 0.

np = (grad¢)p = (4, —4,—2). Tangentplanets ekvation blir —2x 4 2y+ 2z =
—1.

21. 21 7/2

A¢ 3 . 6

922. 22 § & —
|grad¢| /5

23. 23

T
(Ccli_s) = (gradT)p, -e=|gradT|p,e0 - € = |gradT|p, cosa
P
(gradT)p, = (4,—1,-2)
( grad T > (4,—-1,-2)
e = St A

|gradT| ) p, - V21

dT
<—) = —2=|gradT|p, cosa = V2l cosa
Py

ds
o = arccos| ———
V21

27. 27 A = grad zy/z, integralen = —5/3



28.

29.

30.

31.

32.

28

a) ¢ =2?yz+y+C

b) potential saknas

29

a) 14/3
b) 14/3

30 ¢(—1,10,—2) — $(0,1,0) = —11

31
/A-dr
c

/C{(b ‘r)(a-dr)+ (a-r)(b-dr)+ (a-b)(r-dr)} =

7,.2
[ at@nm @b -
C

(
3
2

a-b)(b-b)+(a-b)

5~
(a-b)(b? —a?)

ty r(0) = a och r(7/2) = b.

32 Man inser att F = grad(zyz) dvs.

/F-dr
e}

ar oberoende av vigen och

/F-dr
c

(xyz)p — (xyz)o = <_

a_bc sinh >

2 4

[(a-a)(b-a)+ (a-b)5] =

V2

)

V2

2

b 5
sinh & =
)csm 1

o1



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

92

e) 127/5
34 A7 R3
32
35 —
3
36 g(w— 1)
37
a) divA=3rot A=0
b) div A =3,rot A= (1,1,1)
c) divA=0,rot A=0
d) divA=1/z+1/y+1/z,rot A=0
e) div A =0, rot A = e¥*(0,y, —2) + **(—2,0, 2) + e*¥(z, —y,0)
f) div A = —sinz, rot A = (0,0,siny — sinx)
38 (0,0,0)
390

40 =2~ @) (y — 22—z a —y)
41 —z+z,—y+zx,—2+vy)

42 (a) i) a) 2ye,, b) 2ze;, c¢) 2, d) 1, e) 2zz, f)-2e,
ii) a)y?z3e,+2zyzle,+3xy?22e,, b) —(z+32%)e,+ye,—1?e,, c) 2z23+6xy?2,
d) 3, e) —2? —2zy+y®+yz— a3+ 2’y —a?z —3w2? —3y22 +23, f)2(x—32)e,

43 Dérfor att 9L=
Y

=% — 4z g, b) ¢ =422y



45.

46.

47.

48.

49.

e) 21767 /15

45 54r

46 47 R3

4

7
[[ras = [ff avwar= [[] st v -

27 T R 5
§/ / / r2ridrsin @ df do = §47TR— = 6—7TR5
2Jo Jo Jo 2

///V3r2dv

Av symmetriskél kan namligen

over halvsfiren sittas = 1/2 ganger motsvarande integral dver hela sféren.

48 2
37

49 S sluten, A kontinuerligt deriverbar, dvs. Gauss’ sats kan anvéndas.

divA = 3y°4+2y—2z+22

ﬂSA.ds = ///V(3y2+2y—x+2z)dv

x = 0 symmetriplan till V| —x antisym. m.a.p. planet x = 0

z = 0 symmetriplan till V, 2z antisym. m.a.p. planet z =0

= ///V(—x+2z)dvzo

V har y-axeln till rotationsaxel

¢
S
<
I

T (y)dy = w(y* + 2y)dy

4
= ﬂA-ds = /(3y2+2y)(y2+2y)7rdy:
S 0

T1lm
4t
15

93
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50. 50 Lat S* vara en cirkel i zz-planet med radie v/3 och centrum i origo.

ﬂ A-dS:///(2y+2x+z+8z3)dV
S+S* 14

dér endast den forsta termen i integranden ger ett bidrag # 0. De 6vriga ter-
merna ar antisymmetriska antingen m.a.p. planet x = 0 eller m.a.p planet z = 0,
och V ar symmetrisk med avseende pa bada dessa plan.

Som integrationselement véljs en tunn cirkulér skiva med tjockleken dy pa avstandet
y fran zz-planet, dvs.
dV =74~ (y = 1)*)dy

//*(252,2,2,24) L(0,—1,0)dS = —27(v/3)% = —67
JL= =5 o =T

51. 51

#(2% +2%2)hdS = {"Gauss’ sats”} = /// (2 4 32%2,0,2%)dV =
s v

{symmetri iz, z} = /// (2,0,0)dV =
1%
8
= (?0’0)

52. 52

o
Il

ﬁ{sxA-dS:{Gauss’ sats}:///vv-(xA)dVZ
///‘/[@-A—i—x&_%]dV:em-//vAdV

Saledes ar x-komponenten av den sokta integralen = 0. Pa analogt sétt visas att
aven y- och z-komponenterna ar = 0.

ﬁgA-dS:///‘/divAdV:///‘/3(x2+y2+(z—1)2)dv

Byt variabler 2’ =z, y' =y, 2’ = 2z — 1, samt infor v’ = /22 4+ y'2 + /%

12
3/// r2dV = {dV = 4mr?dr’} = alll
r’<1 5

93. 83



54.

55.

56.

o7.

o8.

99.

60.

%)

54 S omsluter det omrade i vilket div grad ¢ > 0, dvs. sfaren

3

2,2, .2
<_

+y +z 0

Maximala flédet = 1271/30/125.

95

a) —2m
b) 1/6
c) 3/4

56 13/12
57 —m

™2
58—

59 C ar randkurva till ytan S; + Sy dar

Si1: x=0, 0<2z<4/1—192, n; = (-1,0,0)

Se: 2=0, 0 <z <min{l+y,1—y},

rotA = (z—2,2—1vy,9°%)

// rot A -fydS; = 27

S 2

// rot A - iodS»
S

Alltsa:

60

|
—
N
|
<
[
Q
g
=y
<
|
|
[N}

fiy = (0,0,—1)

A-dr = //rotA-dS
c s
ae,

rotA =

Som S kan vi vélja cylinderns mantelyta plus botten. Pa mantelytan &r rot A -

dS = 0. Vi far alltsa:

%A-dr:// aez-dSZG// dx dy = ma®
C botten botten
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61. 61 Eftersom rot A = (1,1, 1), ger Stokes’ sats tillampad pa den yta som utgors
av koordinatplanen och begransas av ellipsoiden:

/A-dr / dxdy—i—/ dydz—|—/ dzdr =
e} S1 Sa S3

%(ab + bc + ca)

62. 62
rotA = (z+4,2,y—1-—2)
1
n = (1,1,0)
\/‘
6
A-dr = //x+6 = ——7-2-2V/2=—24x
c V2
63. 63

)
) 2r3(x +y+ 2) + 3r(z® +y3 + 27)
) 3r(yz? — zy?, z2% — 222, 2y? — ya?)
d) (2zz + 22,3y%, 2% + 222)
)
) (2% — 2zy — 322, —2yz — 22y, —32% — 22y + 22)
)
)

(
(22,42, 2%) (hir finns ingen indexrikning att gora!)
(

64. 64
a)
[V x (¢A)i = €ij10j(0Ar) =
= €k(0;0)Ap + deiji(0;Ar) =
= J[grad¢ x A + drot A);
b)
[Vx(AxB); = e€;0(Ax B) =
= el]keklm ( )

= (6i0jm — 0im0;1)((0 A1) By + A1(0jBm)) =
(OmA;) By + Ai(OmBm) — (01 A1)B; — Aj(9;B;) =
— [(B-V)A+AdivB - BdivA — (A-V)BJ;



c) V-

)

o7

(VX A) = 0i€ijx0; A, = 0

(BxC)-(VxA);, = (€;xBiCr)(camdiAm) =

= BCW(31AL) — B cl(al m)

= (6110km — 6jm0k1)BjCr(01An) =
[C-(B-V)A—B-(C-V)A],

[(B-V)(@A)i = B;0;(¢A) =

Bj(9;¢)Ai +¢B(5A)=
= [A(B-V¢)+¢(B-V)Al;

[(B . V)(A X B)]Z = Bjé)j(eiklAkBl) =

[(AxV)x Al =

65. 65 a-g saknas

h) alt. I:

[rot((a x r) x b)];

= €uB;i{(9;Ak)BI + Ax(0;B))} =
—€ykB1B;0j A + € A B;0;B; =
= [-Bx(B-V)A+Ax (B-V)B];

€ijkAj(V X A = €ijrerimA;01 Ay, =
(0310m — dim0j1) A0 Ay, =

1

1
[5 grad A% — (A - V)AJ;

= Eijk(v X A)jAk
€k €jimA10mAr = (0k10im — Okm i) A10m A =
A0 Ay — AiOL AL =

1
[5 grad A2 — AdivA]; (jfr g)

= eijké)'((a X I‘) X b)k =

= ewkeklma (a x 1)y

= kalemqpqapbmajrq =

= (0adjm — Oim0ji)€ipgapbm0jrq =
= €ipgpbmOmTq — €jpqapbiOjrTy =

€ipqpbmOmq — €jpqapbidjq = [a X bl;



h) alt. II:

rot((a x r) x b)

{(824)} = (b-V)(axr)—b(V-(axr)) =
{ex. 64 ) och (8.23)} =
ax(b-V)r+b(a-(Vxr))=axb

ty
0 0 0
och
e, e, e,
0 0 0
VXxr= % 8_y % =0
Y
h) alt. III:
rot((axr)xb) = rot(bx (rxa))=rot((b-a)r—(b-r)a) =
= {8.22)}=(b-a)(Vxr)—(V(b-r)) xa=
——
=0
= —-bxa
ty
g 90 0
Vb r)= (%, 8_y’ %> (byx + byy + b,z) = (bm,by,bz) =b
eller
V(b-r) ={(8.25)} =(b-V)r+b x (V xr)
S—— N——
=b =0
66. 66
a)
[grad(a . grad ¢)]7 = az(ajajqb) = ajaiaj(b = [(a . V)V(b]z
b)
[rot(a x grad ¢)]7 Gijkaj (ax Vo) =
= €ijk€rim0j(@Omd) =
= (0i10jm — 0im0;1)a10;0m¢ =
= azamam(b — alalaiqﬁ = [a V2¢ —(a . V)V(b]z
~—
=0
Alltsa: A=-B=(a-V)V¢
¢) Med

blir

V¢ =eyz+eyrz +e,xy

A =e,(ayz +ay) +ey(azz + a.x) + e, (azy + ayx)

98
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67. 67
A = (Vr*) x (r xa) + 7"V x (r x a)
dér
vrt = krfle, = krF 2
Vx(rxa) = (a-V)r—a(V-.r)=—-2a
—— ——
a 3
= A = kF?rx (r x a) —rk2a =
—_———
(a'r)r—r2a
= kr* % a-r)r — (k+2)r*a
Allr =k=-2
68. 68 0
69. 69 Enligt Stokes’ sats ar

70.

71.

]{Cax(bxr)-dr://SVx(ax(bxr))-ﬁdS

dér vi kan valja S sa att 1 || ¢ om C' ligger pa en nivayta till ¢.

Vx(ax(bxr)) = Vx((a-r)b—(a-b)r)=
= V(ar)xb—(a-b)Vxr=axb
H_/_/ \:/—/0

Linjeintegralen &r noll om och endast om (a x b) - ¢ = 0, dvs. om och endast om
a, b och c ligger i samma plan.

70
VxA=Fk(By- V)r—kBo(V-1)+V x Vi) = —2kB,
=By =: =

Alltsa: By = rot A om vi véljer k = —1/2.

71 v(r) L i ochr.
|v(r)] = wrsind

w, r, v(r) bildar ett hogersystem, dvs.
v(ir) = wxr
rotv = rot(w Xxr)=V X (wxr)=
= —(w-Vir+wlV'r)=-w+3w=2w



72. 72
%ﬂ dS x (axr) = {Gauss’ universalsats} =
s
= l// V x (axr)dV =
2 v
1
= —/// (a(V-r)—(a-V)r)dV =
2 1%
1
= —/// 2adV =aV
2 1%
73. 73 Linjeintegralens i:e komponent =
= ei-j{rxdr—f(elxr) dr =
= // rot(ez xr)ndS=e;- // 20 dS
74. 74 Den i:e komponenten av V.L. ar =
= ei-/// rxrotAdV:/// rot A - (e; x r)dV =
1% 1%
= /// [div(A X (e; xr)) + A -rot(e; x r)]dV =
1%
= ﬂ—i—// A-2e¢dV=O+ei-2// AdV =
s 1% 1%
= i:e komponenten av H.L.
75. 75
// (Ve)-BdV = /// . (¢B) ¢v )av ﬂw ds =
1%
- %ﬂB-ds:qso// V.BdV =0
s 1%
76. 76 Med hjalp av Gauss’ universalsats erhalls

ﬂ(axr)xds = ///rotaxrdV—
5 vV N——
= —2a// dV:—§7Ta
v 3

60



7.

78.

79.

80.

81.

82.

(s

j{(a-r)dr:/ degrad(a-r):—ax/ dS ==+m
e} S —— S
———

4
78 ?ﬂ(o,z,—@

79 (—m,0,0). Observera att S ej ar sluten, varfor man maste dra bort bidragen

b x a

=a

+(b/b)

fran de plana dndytorna da man anvander en integralsats.

80 i:e komponenten =

= ﬂ(A )BdS ﬂel JA -hdS =

J[[ s ajav -

A och B ska vara kontinuerliga i V' U S samt kontinuerligt deriverbara i V.

// [(A-V)B + Bdiv AldV

81

divA =7
Denna ekvation har partikularlésningen

A, =Tze,
Ansétt den allménna l6sningen

A=A, +R

dar R satisfierar

divR =0

Alltsa: R = rot B dar B ar ett godtyckligt vektorfalt.

82 Integrera rot(pA) =

det forsta fallet erhalls

som ar = 0, eftersom

I det andra fallet erhalls

—j{ Y grad ¢ - dr
c

]{ ¢grad - dr
c

gradty -dr =0

—woj{ grad ¢ - dr =
c

—¢0// rotgrad¢ - dS =0
s

61

.dér ¢ — ¢, A — grad ¢ eller ¢ — ¥, A — grad¢. |
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83. 83
a) Pa C ar
r = a(cosy,sinp, 1+ cosp)
dr = a(—singp,cosy, —siny)dy
7{ rxdr =
c
2 2m 2
= a? (—/ (1+cosgp)dcp,—/ singpdcp,/ dcp) =
0 0 0
= a*(—2m,0,27)
b)
]{drxrz//(deV)xr
c s
ger

j[crxdr://s[(v-r)dS—V(r-dS)]:2//SdS

Projektionen av S i xy-planet ar en cirkel med radie a. Sa &ven i yz-planet,
medan projektionen i xz-planet ar en rat linje.

= 2// dS = (—2ma?,0,2ma?)
s

84. 84

rot(¢ grad¢) = grady x grad¢ + rotgrad ¢ =
= —grad¢ x grady

— ///v rot(y grad ¢)dV =

—ﬂ n x (¢ grad ¢)dS =
s

Integrera bada leden 6ver V:

///V grad ¢ x grad v dV

—d}oﬂ i x grad ¢ dS =
5

—wo///vrotgrad(bdv =0

Ovanstaende operationer &r tillatna om v har kontinuerliga forstaderivator och
¢ har kontinuerliga andraderivator i V. ¢ och ¢ ska vara kontinuerligai V U S.
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85. 85 i:e komponenten av integralen &r

86.

e, I = ei-%crx(rxdr):?{cei-(rx(rxdr)):
_ i((rxdr)-(eixr)):%((eixr)xr)-dr:

c

_ //S[Vx((eixr)xr)]-ds
R

dar
R = Vx|[(r-e)r—r’e]=
V(r-e;))xr+(r-e)V xr—Vr’xe =
- v — =~
—e; =0 =2r
= 3e; Xr
Alltsa:
ei-I://B(eiXr)-dSzei-//Brde
s s
dvs.
I= // 3r x dS
s
86
e, M = —Ij{ e; - (rx (Bxdr)) =
c
= —I%(BXdr)-(eixr):—fj{((eixr)XB)-dr:
c c
= {enl. Stokes’ sats} = —I // rot((e; x r) x B)-dS
| —
g =A
Har ar
A = rot[(e;-B)r— (B-r)e;] =
= (e;-B)rotr—grad(B-r) xe; = —B x ¢;
~N ——
=0 B
vilket ger
ei-M:I//(Bxei)-dS:Iei-//deB
s s
Alltsa:

M:—IBX//dS
S

M = 7R%*Ih x B

I specialfallet &ar



87.

88.

64

87 Linjeintegralens i:e komponent =

]{V xdr—}l{(elxv )-d

/ V x ( e7><V) ads

Integranden kan skrivas

1 1 0 i 3 x;
—(e;-V)V-FeV-V= = —— o= _ =0 _
r T T rer

Ytintegralen blir foljaktligen

3r
//( ﬁ)%
Alltsa ar linjeintegralen och ytintegralen lika om

1
v=0=

88 Lat S’ vara en cirkelskiva parallell med zy-planet med radie 1 och centrum i
(0,0,1) och med normalen e,.

//S+S,¢ds:///vaédvz///‘/(222+y,a:,4a:z+3z2)dv

Volymsintegralerna 6ver x, y och xzz &r = 0 av symmetriskél. Som integrationse-
lement i de aterstaende integralerna anvéinds en cirkelskiva som utskérs av de
tva plan ortogonala mot z-axeln pa avstanden z resp. z + dz fran xy-planet.
Cirkelskivans volym #r m22dz och vi finner

1
/// szV:/ 71'z4dz:z
1% 0 5

Ytintegralen 6ver S’ blir

// 2z + zy + 1)e.dS = e,

Den sokta integralen blir foljaktligen

//@ﬁ:i%zaa—wmmJ>=§%La—w
S 5 5
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89. 89
sin ¢
grad(p —cosy) = e,+e,——
grad(z — psing) = —sinpe, —cospe, +e,
I den givna punkten:
. 1
0 = ﬁ(ep +ep)
. 1 e,
+hy = —§(ep+ew)+ﬁ
.. 1
i Ay = cosa=—
[0y - | 7
N T
a = =
4
90. 90
2 o 2
VT = 2pe,— —z"sinpcospe, +2zcos” pe,
p
1
(VT)p = de,— 3¢ +e,
dr e, — 2e
- = (VD)p -2 _—/5
G = (Ve oS
dT V
(d—> — |[(VT)p| = % i riktn. (VT)p
s max

91. 91 divgrad ¢ = 0, dvs. flodet = 0 om ytan ej skar z-axeln dar faltet ar singulart.

92. 92 Potentialen ¢ bestams av ekvationssystemet

g—ﬁ = 2%sin (1)
%g—Z:zQsinﬁa—zsingp (2)
% = cosp 4 2pzsin? ¢ (3)
(1) har 16sningen
¢ = pz°sin’ p + F(p, 2) (4)
(4) - (2) ger
OF )
— = —zsinp
dp

som har 16sningen

F =zcosp+ G(2) (5)



(4,5) — (3) ger slutligen:
dz
dvs.
G =C (konst.)
(p,p,2) = pz?sin® p + zcosp + C
T 19 V3

“Adr— 55 1 1,21
L : r_¢( 757_ )_¢( ’E’ ) I_T

93. 93

V?A = graddivA —rotrot A =
10
= grad0 — rot <—— of ez) =
pap( )

d (1d
= b (;d—p(ﬂf)) e, =0

ger

|
S

1d
;d—p(ﬂf)

pf = —-+b
b

a
[ = 5/"";

66

94. 94 rot A = 0, dvs. cirkulationen = 0 for alla kurvor som ej omkretsar z-axeln,

dar faltet ar singulart.

95. 95

a) V=w XTI =uwpe,
b)
10
divv=—-—(wp)=0
P 8(,0( )
medfor att v har en vektorpotential.
¢)
04, 104,

rotA = —~e, — ———e, = wpe,
12

0z

kréaver
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som ger
A, =wpz+ F(p)

dér F ar en godtycklig funktion.

96. 96

. I/i()l 0 1

dvB = 022 (2) =

v 277,03@(9) ’
10A.(p) Tpo ey

tA = =220 _pg_ M

ro > op e, 2 1

1
= A.p) = —2L7T01np—|—0

b) rot B = 0 visas enkelt.

Betrakta en cirkel, ', som &r koncentrisk med cylindern och som har radien
Ry > R.

2w

i IlffO 2
B dr = {dI‘: Rldgpew pa P} ==
T 0 R

Rid
1190:1-#0#0

(Det omrade som I' omsluter ar inte enkelt sammanhédngande.)

97. 97
Vx(VxA) = V(V-A)-V?A
V-e, = 0
V xe = -e,
v P
V x <1ez) = e_g
P P
ger
e
Ve, = ——2
® /)2
98. 98
a)

o 10Yy  2cosd sin @
W’_eraﬂreeraa_ 73 ert 73 0
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b)
e. rey rsinfe,
1 0 0 0
VXA = rZsinf | or 06 A n
.2
0 0 sin“ 0
T
_ 1 2sin 6 cos 6 4 re sin? 0 _
T r2ginf \ " 072 o

V-V = V- (VxA)=0
Vx(VxA) = Vx(Vy¥)=0

99. 99

a) V2A = graddiv A —rotrot A
b) Man erhaller rote, = 0 och dive, = 2/r.

. 2
graddive, = ——e, = VZe, = ——er
r r

¢) Man finner att

dive, =0
Vidare &r
rote, = —cotfe, — —eq
r T
trot ! d( t6) L
rotrote, = ——e,—(cotl) = —-—e
® r2 ?de r2sin?6 7
1
= V?, = ———e
? r2sin?6 7
100. 100
1
np = gradr(3+cosf) = (3+cosb)e, +—r(—sinb)ey
r
rr = re,
np-rp 3+ cosf
cosa = =
Inpllrp] \/(3+C089)2 +sin? 0
3+ cosf
o = arccos

V10 4 6 cos @
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101. 101

gradp = 2rsinfcospe, +rcosflcospes —rsinpe,
(gradp)P = 2\/§er - \/ﬁetp

Riktningsderivatan i den givna riktningen ar

dp 1
i (2\/§er — \/Eep) : E(er t+e,) =1
d
<_p) = |gradp| = V10
ds max

om riktningen ar || gradp.

102. 102
(VT)P = —%er — éeg
dT e t+e 1
— = (VTD)p- Y _
s~ VDT a =

(VT)p| = VT

ar
dS max

i riktningen —4e, — ey.

103. 103
gradgp = A
dvs. 96 3cosf_1

cos® 0 —
T M

10¢  sin20
rog T @)

1 0¢

rsin&% =0 3)

(3) = ¢=09(0)
3cos?6 — 1
-t

O (@)
(4) insatt i (2) ger:

6cosfsinf 1 _, .~ sin20 B

— 1t F0) == k) =C

3r
[am=o@-om=5-(3)=m
P N -8l 6) 162

104. 104
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a) rotF=0

c) Ja, eftersom rot F = 0. grady = F ger

oy 1
FE sin 26
100 1
90— 3 cos 20
vilket ger
1 sin 26
Y= 3 2 +C
105. 105 _ v
. e,
rot(Age,) = m%(/l(p sinf)e, — ;W(TA“’)eG =3
ger Ly )
g a e ) = g
rAy, = F(0, ) (2)

Om (2) sétts in i (1) fas
2(Fsin@) =sinf

00

dvs.
Fsinf = —cosf + G(p)
. 1 0
le(Awew) = ma—w(rAw) =0
ger A, oberoende av ¢, dvs.
G(y) = konst.
Alltsa: o g
— €08
A= 7 sin 6 e

vilket €] ar definierat pa z-axeln.

106. 106 Eftersom rotationen av vektorfiltet = 0, och omradet ar enkelt sammanhingande,
existerar en potential ¢. Man finner

p=Inr+¢p+C

ddr man maste valja variationsomradet for ¢ sa att —m < ¢ < 7 for att poten-
tialen ska bli kontinuerlig.

Linjeintegralen =
=V3=m3-n
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107. 107

2 cosf
= sinfeyp+sinfe, = TrTotA = e —...

A
,
%A-dr = //rotA-dS:
e} s

= {S ér sfirytan, dS = r?sinfdfdpe,, r =1} =
/2 /2 -

/ d<p/ 2sinfcosfdf = =

0 0 2

forutsatt att en betraktare i origo ser en medurs orienterad kurva.

108. 108

/2 pw/2
// epdS = / / (cosf cospe, + cosfsinpe, —
s 0 0

11 2
—sinfe,)singdf dp = (5,5,_%)

109. 109 Rotationen = 0, dvs. cirkulationen = 0.

110. 110 Koordinatsystemet véljs sa att linjen # = 0 blir parallell med vektorn a. I
sa fall galler

a-r = arcosf

axr = arsinfe,

grad(a-r) =acosfe, —asinfeg =a

b)
. 1 0 .
div(a xr) = ma—gp(rm sinf) =0
c)
e, reg rsinfe,
1 g 0 0

rot(axr) = 5| 3 20 P =

0 0 ar?sin®6

= 2acosfe, —2asinfleyg = 2a
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11111 - 28l
r
112. 112
Viey = grad divey — rotrot eg
. 1 0 . 1 cosf
diver = Samgar "9 = T ng
rad 1c059 B 2 1(:059 o _'_12 1(:059 o
& r sin 6 = or\rsmn@) " 790 \rsmne) "
B _icos&e _i 1 o
a r2sinf " rZgin’g *
e, reg rsinfe,
rotep = # 2 2 2 zle
r2sinf | 9r 96 dp r
0 T 0
e, re€g rsinfe,
rot le = —1 o 0 0 _i_cos@e
r 7 T r2sin@ | or 90 8_30 T r2gind "
1
0 0 7 sin 60—
r
Alltsa: 5 0 L1
5 2cos 1
Vies = 2snfr 2 sinzﬁee
113. 113

a) div A = 0 i sfidren. Detta borde ge

// div AdV =0
#A-dSzl/RQﬂdS:M
S S

ﬁf A-dS=( A-as+{] A-ds
S1+S5 S Sa

dér den yttre sfaren har utatriktad normal medan den inre sfaren har
innatriktad normal. Detta ger nettoresultatet 47 — 41 = 0.

medan ytintegralen

¢) Ytan S far inte omsluta filtets singularitet i origo.
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114. 114 Den forsta termen representerar flédet fran en punktséinka, som befinner sig
i omradet. Den ger bidraget —4mq. Den andra termen bidrar med

2c
/ 12p224mcdz = 256mpc®
—2c

115. 115 Den forsta termen ar en punktséinka i punkten (3, —1,0), vars avstand fran
sfarens medelpunkt ar

VB=22+(-1-12+(0-12=vV6<3

Punktsénkan ligger saledes inuti sfaren och ger bidraget —4w. Gauss’ sats ger

l)]’(]l age‘ fran den andra termen:

Denna integral beraknas i koordinatsystemet K’ vars origo ligger i sfarens medelpunkt:

¥ =x-2, Yy =y—1 Z=z-1

4
/// 6(x" +2)(y + 1)dV =12V = 12§7r33 = 4327
14

Alltsa: Flodet = 428.

116. 116 div A = 0. Faltet ar singulért i origo. Flodet genom en godtycklig yta som
innesluter origo = flodet genom en sfar med radien € =

= E%//(Scos29— 1)e?sinfdf dp = 0

117. 117
a) Filtet &r en superposition av en linjekéilla och en punktsidnka. Flodet =
272 — 4w = 0.
b)

Aa = (le L (e, ze.) ) - [ Lo
. = — _—_— o z P . B —— =
ER VR N
1 1
= =0 da p*+22=1

NZE R

118. 118
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a)
# e, ds - /// div (ler> dv+ﬂ Las =
s T <r<f(6) r r=e T
/// —7“ 2sin @ dr df dp + Awe —
<r<f(0) r?
£(0)
— 277/ sm@d@/ dr =2mIn3
0
1
1) = 2 —cosf
b)
e,-ndS = 7r?sinfdfdyp
1
//;rQSinﬁdﬁdgo = 27ln3
e, /r? skulle ge 4.
119. 119 87

120. 120 div A = 2z. Filtet ar singulért pa z-axeln, varifran omradet tillférs flodet

HVI=Z 2 _ 4
lim z 2redz = / (—2mz)dz = —167
=0 Jo_1—e2 € 0

Totala flodet =

/// 2de—167r=80—7T
v 3

121. 121 Cirkulationen ldngs kurvan

p = po z = 20, ¢:0—2m

ar
]{A-Eds = {t=e,, ds=podp} =
27
_ / bln(p podip = 0
0 I

122. 122 En dipol bestar av en punktkélla och en punktsdnka. Flodena fran dessa
adderas sa l6sningen foljer behandlingen av punktkéallan i kompendiet.

a)
ﬂ =4rq+ (—4mq) =0



(6]

ﬂz47rq+0=47rq
ﬂzO—i—O:O

123. 123 Vi later z-axeln vara parallell med e samt infor sfiariska koordinater:

A sin? 0

€,
r2

Faltet ar kéllfritt for r # 0 ty

. 1 0 ([, . sin?0
dlvA:TQSmHE(r sin 6 2 )20

Flodet ut genom S ar lika stort som flédet ut genom en sfér S. med radien € och
medelpunkten i origo.

02
ﬂA-ds = ﬂ blzzaer-dS:{dS:erazsinﬂdﬁdw}:
S SE

T 2 8
= / sin39d9/ dp=—-m
0 0 3

124. 124 Infor cylinderkoordinater
A = (222,2yz, —2% —y?) = 2pze, — ple.

Féltlinjernas differentialekvationer blir:

med l6sningen:
p?P=-2224a
=0

For filtlinjen genom (1,1,1) (p = V2, = 7/4,z = 1) giller att a = 4 och
b=mn/4.

Dess skéarningspunkter med planet x +y = 1:



125. 125 Differentialekvationerna &r:
dp  pdp  dz
pcose  p2  psing

De satisfieras av
p=a+siny
z=b—cosyp

For den sokta faltlinjen géller a = b = 2.

y=0 = =0 dvs.p=2, z=1eller
p=7m dvs.p=2, z=3

126. 126 Den sokta filtlinjen har ekv.: r = 4asin#6, ¢ = 0.

Tmax = 4a for 0 = 7/2.

127. 127 ¢(x) = gox/d

128. 128 ¢(r) = ¢o(1/r — 1/Ry)/(1/Ra — 1/Ry)

129. 129 0 Ledning: Anvand medelvirdessatsen.

130. 130 9d 18 w
at—’—pap(pvp)_'_paw(vﬂp) K
I specialfallet erhalls:
2
VL P (ﬁ>
4vg Po
131. 131 T T
T—T, + d— 1o
d
132. 132
Va=W
V = ———1 R 1%
ln(RQ/Rl) n(p/ 1) +W
E = ‘/2 - Vvl ep

" In(R2/Ry) p



133. 133
R
V = Vh—
r
R
E = VO—QQT
r
134. 134
—%(31%2 %) 0<r<R
6= ,
M R<r <+
3r

¢ och 9¢/0r ar kontinuerliga for r = R.

135. 135 Satt Yy =9+, p=0pa S

[l f[f st

- /// (2grad ¢ - grad ¢ + (grad ¢)?)dV =

= 0+///V(gradgp)2dV20

136. 136
V¢ = 0
e.-grad¢ = 0
VZlnp = 0
1
gradlnp = -
p
_ 2 2
0 = ///€<p<R (V= 1Inp —1n pV=¢)dV

—h<z<h

/A A0S

] g, (- )i

h<z<h
emedan integranden = 0 pa ytorna z = +h.

2 2
2h/ o (e, gp)dcp—2h51n6/ %dgp:

op

= = /¢ds lnR//—dS—
= E//S¢dS—InR///VV2¢dV

2ﬂs<pgrad¢ds—2///V<pv2¢dv+///v(grad<p)2dv:

(s



137.

138.

78

Da e — 0 blir

Anh(0,—) = %//szs
1

47hR

137 Lagg origo i punkten rp: R=r —rp.
Sétt in ¢ =T, ¥ = 1/R i Greens sats II:

(- (o) s

Har ar
1
V= =0
R
1
VT = —pRei vV
1 €er
VR T R
R = epab.
N = egppalds:

-l -

B _HeR-ﬁ 5y ﬂ eR eR ﬂ
_ﬁg T dS+) praS+) dS+ () =vT-ads (1)

For de bada sista termerna i H.L. finner vi foljande med hjilp av medelvardes-
satsen:

1 1 )
S Tis = S T(P)dme® — 4nT(P)
1 A 1 2
- VT -1dS = {enl. Gauss’ sats}=— VT dv =
e Se € Ve

1 1 4
= —— dV = ——k(P")=7e® = 0
/%///VSH kgn( )3775 —

Saledes blir (1) i limes da € — 0:

1 OR - f 1 v
m/// +M§£—R3 i AT

dvs.

138



a)

79

Konstruera volymen V' som begransas av dipolytan S, den av de rata lin-
jerna fran P till randkurvan L genererade ytan S samt Sy, som &r en del
av en sfiryta (radie a).

Sk

Faltet

r—r

A = _0-71)
[r —rp|3

ar en punktsinka i P. Saledes géller

ﬂ A-HdS =0
S+Sk+Ss

J]. =
Sk
ty A-f =0 pa Sk.
ISR
= . = -0 3
S S S, @

dér  ar den rymdvinkel under vilken S ses, dvs. den sokta rymdvinkeln.

Men

= -0}

Om L upptar rymdvinkeln Qg fran en punkt P pa dipolytan sa ar poten-
tialen
~ —UQO

i en punkt omedelbart under ytan, och
~ +o(dr — Q)
i en punkt omedelbart over ytan

= V2¢ =4dno
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139. 139 Integralen =

j{ ]{ (r} —2ry -1y +73)dry - dry = [1] =
C1JCe

= —]{ ]{ 2(ry - r)dry - dry =
Cy JCo
= —2]{ dry j{ (r1-ra)dry = [2] =
Cy Cs
= —2% dI‘1 . // ﬁg X VQ(I‘l -I‘g)dSQ = [3] =
Cl SQ
= —2% drl-// ﬁQXI‘ldSQZ
Cl SQ
= 2% drl-(rlx// ﬁQdSQ):
Cl 52
= (2 dI‘l X I‘l) . // flg dSQ = [4] =
Cl SQ
= —4// ﬁldSl-// Ny dSo
51 52
[1] :]{ ]{ ridry - dry 27{ ridry j{ dra =0
Cl Cg Cl CQ

[2] : Integralsatsen ]{ ¢dr = ...har anvants.
c

[3] : V2 opererar bara pa rs.

[4] : Resultatet av ex. 73 har anvénts.

140. 140 e; = (1,1,2)/h1,e2 = (1,-3,1)/ha,e3 = (7,1,—4)/h3,h1 = V6,hy =
V11, h3 = V66

141. 141
a) a®bedm/15

b) 594/5

142. 142
a)
U =x° —y
Uy = TY

ug =2



ger
e1/h1 = Vu, = 2(ve, — yey)

ex/hy = Vug = ye, + e,
es/hs = Vus =e,

Alltsa:
e = (ve; —yey)/v/x? +y?
e = (ye, + wey)/\/2? + y?

€3 = €

Uppenbart géller e; - e; = d;;.

b)
A 1 1
! o 2,/1‘2—|—y2 o 2(U%+4Ug)1/4
1
hy = ————+
2 (u? + 4u3)1/4
hs = 1
Alltsa:
divA =
1o} A1 0 A2
- 2y L 92
. 2\ Ouy (u? + 4ud)t/4 T Oug 2(u? + 4ud)/4 +
n 0 As
Ous 24/u? + 4u3
143. 143
a)
u:\/ 24+y2+224+2 0<u<oo
v:\/\/a:2+y2+z2—z 0<v<oo
tany = y/x 0<p<2r
b)
1 2 2
z = = (u% — #) , rotationsparaboloider
2 ug
1 2 2
z = 3 (a: ;y — v%) , rotationsparaboloider
0

y = axtanyy, halvplan genom z-axeln



d)
1 0¢ oo} 1 0¢
d¢p = ——= | u 5 _ Cv —
grad ¢ m<8ue’+8ve>+uv8@eg
e)
e = sl in g, u)
S v COS 0, v Sin p, u
Vu? + v? 4 4
1 .
e, = ————(ucosy,usiny, —v
VT s P s =)
e, = (—sing,cosyp,0)
f)
1 1 2 2\ 2
r = —grad(z? +y* +2%) = - grad wtv
2 2 2
= T(ueu—kvev)
e, 1 4
5 = —grad; = 7@2 D (uey + vey)
144. 144
a)
0 0
Vu = ersin2§+egsin§cos§
Vv = erCOSQE—eesiDECOSE
2 1
v = =
v rsin@e@ rsin%cosge(p

82

Ortogonaliteten framgar av dessa uttryck och eftersom e; = h; Vu; far vi:

he = .1 - U+ v
sing  V w
hy, = 1 = u+v
Ccos 5 v
hy = rsin Q cos Q = \Vuv
2 2
b)
w 1 2\/(u2 + wv)(u + v)uv n
(u+v)2uwv \ u v
0 [(v?+uv)(u+ v)uv)
+_ =
ov u

1
" v(u+v+ v4u)=3
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145. 145
a) Anvind V¢ - dr = dy med 1 = ¢ och ¢ = u; i uttrycket

dg = Z g—fidui

och vi far 90
W:Za_uiv“l (1)
B B)
Vi = aiw “sz(azi) Vu; = {enl. (1)} =

Detta ger tva villkor:
a) Vu; =0

b) V2u; = 0 tillimpat pa u1, up och us ger med det enklaste valet av integra-

tionskonstanter:
1
ul = —
r
0
uy = In tan§
us = @

= 2
u? cosh” usy

Alltsa: 56 o 9
2 4 2 2
qu:ula—u%—i—ulcosh u9g <8—’u,§+8—u§>
146. 146
r = a(coshucosve, +sinhusinve,) + we,
0
8—; = a(sinhucosve, + coshusinvey)
or . .
% a(—coshusinv e, + sinh u cosv ey)
Or

JR— — e,

ow



Tydligen ortogonala.
hy = a\/cosh2 wsin? v + sinh? u cos2 v = aV/ cosh? u — cos2 v
hy = hy
hw = 1

Darfor blir
Vip = 1 2&% _ 1 @
" hyhy Ouhy Ou hyhy Ou?

V2¢ = 0 har dirfor 16sningen

¢=Au+ B
Ellips 1:
gzcoshu
= €e'=2 = wu=In2
§—sinhu
1=
Ellips 2:
5
gzcoshu
= =3 = u=1In3
é—sinhu
2=
Aln2+B=0
Aln3+B=2
ger
2
A In3—1In2
B — __2m2
In3—1In2
Alltsa: 5
¢:1n3—1n2(u_1n2)
147. 147
a) Ur
E=p-y
" =p+y
(=2
har vi
26VE=e, — ¢y

2nVn =e, + ey
V(=e,



Alltsa:
1 11
VE = —er=—=—(ze; —(p—y)e
1 11
v = —e, = — — :Cem—l— +ye
n h’? Y 27]10( (P ) 1/)
Da
|v§|:ii\/x2+y2+p2_2py: \/m: 1
€] 2p €[2p V2p
ty p—y =&, har vi
he = &+
11 1
€ = _—fem_£2e = —=(ne, — &e
¢ 5\/%(77 v) 2p(" v)
hy = V& +n?
1
€ = —({esr +ne,
n \/2—p(§ n J)
e = e
b)
n —¢ 0
(ai) = —= 0
Y V2
0 0 V2
Tydligen &r basvektorerna ortogonala. Enl. a) &r
he = VE+12=2p
hy = V& +n?
he =1
varav
. 1 0 (&, o 9 N, )
A = EYA ac a - =
wa = g (g (G )+ 5 (Goct+)
= i § 2 2 § 2 2y \ _
— o (d@ried@ ) -3

eftersom 2p = &2 + n2.
Alternativt kan A transformeras till (x,y, z) ddr man finner

A = (2ze; + yey)

varav resultatet foljer trivialt.

85



86

148. 148
r = (rcospsind, rsinpsiné, r cos)

Bilda v — u = 2r cos @ och vu = r2(1 — cos? #) = r?sin? 6.

= r = (voucosw,yvusinw, (v —u)/2)

L

Y ou] 2y

S [

Y ov] 2

he = |2 o
ow

2yu %e + 2V @e —l—i%e
Votudu 0 Votudv ' Jouow

= grad¢ =
Bilda v + v = 2r.

1 1
= r = §(u+v)grad§(u+v):

- ol (2 )

1 1
= 5\/u2 +uve, + 3 v2 +uve,

149. 149
a)
2y L (0 00\ 0 ( 00\ wtv0%) _
Ve = wo(u? +v2) \ du “ou + a0\ v Rl 02 =0
b)
_ A (993 _ _
¢=o(u) = du(udu)_o = ¢=alnu+b

¢:%mr+%mﬂ+mw®+b

150. 150 Ortogonaliteten framgar av att Or/0u, Or/dv och Or/dy &r inbérdes orto-

gonala.
hy = hy = VU2 + 02, hy = uv

Ekvationen for ¢:
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Losningen blir (sedan randvillkoren anvénts):

1 U

— o Tn
¢ (boln%in?’\/&

151. 151

a) Det ricker med att konstatera att kolumnerna i (a;;) dr ortogonala samt
att det(a;,) = 1.

b)
0 0 0
T =aTa" = | o -2 0
0 0 V2
152. 152
cos? o —sinacosa 0
— sin v cos « sin? o 0
0 0 0
153. 153
0 sin « COS (v
sin « cos? o —sin a cos «
cosa —sinacosa sin® o
154. 154 Vi har
Aijzizy + Biz; =0 (1)
A A
Az + By =0 (2)
Byt i, j mot 7, s i (1):
Apstrws + Bz, = {z, = izl x5 = ajsx;.} =

) /
= irajsArsTiT; + air Bra; = 0

Jamforelse med (2) ger Agj = ajrajsArs och B} = a;B,, dvs. A;; och B; &r
komponenter av tensorer.

155. 155

a) 011 + 0o+ 033 =1+1+1=3
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b) dijeije =ik =0
c)

€ijkE€ejk = Ei12€¢12 t €413€013 + €423€023 +

die
+ 216021 + €i31€031 + €i328¢32 = 2040

die
Alternativt:
€ijkElik = €jki€jke = OkkOir — Okedir = 3050 — Oip = 2040

d) eijreijr = antal jamna permutationer + antal udda = 6
Alternativt:

€ijk€ijk = 0jjOkk — Ojk0k; =33 —d;;, =9—-3=6

156. 156
a)

i
ke = QirQsQktQeuOrsOtu = QirGjragtar = {aiajr = dij} =

= 040k = Aijre

/

ikt = airajsaktaﬁu((srtdsu + 6ru55t) =
=  QirQjsArrays + QirQjsUksQr =

dirdje + 050051 = Bijke

) Cijie = €nije€nke = 0ik0je — 0;00;%. Nu kan samma metod som i b) anvéndas.

157. 157

a) Yttre produkten av tensorerna A;; och By, en tensor av fjirde ordningen.

b) A;;Bj; erhalls som inre produkten mellan A;; och By,. Ordningstalet &r
noll (skalér).

¢) Denna tensor erhalls som partiella derivatan m.a.p. xx. Ordningstalet ar
tre.

d) Erhalls efter derivering av A;; m.a.p. xj resp. x; atféljd av en kontraktion,
¢ = i. Ordningstalet &ar tva.

e) Ai; Aji, &r en tensor av andra ordningen. Volymsintegrering ger en ny tensor
av samma ordning.

158. 158
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a) divrot A = (g5 Ak ;)i = €iju Ak ji = 0 eftersom ¢, &r antisymmetrisk och
Ay, ;i symmetrisk vid byte av ordningen mellan ¢ och j.

((A-V)C)-A-((B-V)C)
graddiv A — VZA
(B-V)A+AdivB-BdivA - (A-V)B
0

b
c

d

g) —2rot A — (r-V)rot A

h) 0

i) rotB+ (r-V)rotB

—2divB+r-V?B - (r-V)divB
% ((A-V)C) ~ C x (A V)B)

J

) B
)
)
)
f) —2grad¢ +rV2¢ — (r- V) grad ¢
)
)
i)
i)
k) B

159. 159
((rx V) x (rxV))p); =
= (€ijk(€j€mx€8m)(5knpxn8p))¢ =
= €j€m(5in5jp - 5ip6jn)x€(xn,m¢,p + xn¢,pm) = {xnm = 5mn} =
= €jmTe(Oim®j + Ti® jm — Ojm®Pi — TP im) =
= —€iudj +0—0—€jmTeTjdim = —(r x Vo);
~—_——
=0
160. 160
a)
(]{ A x dr) = j{ EijkAjdxk = // EkgmsijkAj’mdSz =
C i C S
[ Gitin = G810 45 51 =
S
// (Ajdn?; — Aﬂnj)dS
S
b)
// (B ( x V))A + A(i - rot B))dS
S
c)

// (Aijdm — Ammj)dS
S
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161. 161

—j[C¢A-dr

162. 162

(//s(gradWGmdA)'ds)e = [[[zosacus; =

/y£€ka¢A¢ij——¢AakﬂdS¢=
{eijrAer; =0} =

= ]{ DA pdxy,
C
163. 163
a)
/// (V X (V X A))ldV = /// EijkskgmAmjjdV =
\% Vv
- ﬂ (Gse0m — i) A edS, =
S
= .%zkf%ﬁ‘—f%gﬂdfb
S
b)
ﬂ (A x V) - dS
S
164. 164
ﬂ A(B - dS)
S
165. 165

(A-V)E+nx (VxE)-n(V-E)), =
njE; ; +eijpnicremEm e — niEj j =
= njEij+n;Ej; —njEi; —nE;; =
= njEji —niEjj = emmemjineE; k

Nu kan Stokes’ sats anviandas, men eftersom en sluten yta saknar randkurva, blir
resultatet noll.



166.

167.

168.

169.

170.

171.

91
166 E] = /.L()(HzHJ — (SWHQ/Q)

167

a) Nej, ty om Ty # Ty 1 K sa ar T}, # T, i alla K.
b) Nej, ty SpT = 3, men Sp T’ = 0.

¢) Nej, samma argument som i a).

168

a) F; ar kontraktionen av T;; = m(w25ij — wjwj) och ;.

b) Varje vektor i xy-planet ir egenvektor med egenviirde mw?. Varje vektor

parallell med e, ar egenvektor med egenvarde noll. Detta géller med w =
(0,0,w).

169
a) M;; = Bwz; —r?6;)/rd
b) Mo=-1/r3 A\3=2/r3 e;s | r

170
a) Fl = Aijvj, Aij = GEijkBk
b) )\172 = :I:ieB, /\3 = 0, €3 H B

171

F, = ///VpEidV:///vgoEmEidV:
///V co((E;E;) j — EjE; j)dV =

{Ei=—0idvs. Eij = —¢ =—¢5 = Ej;} =
1
/// eo((EjE;),; — §(EjEj),i)dV = {Gauss’ sats} =
1%

1
ﬂ €O(EkE7; — §5ikEjEj)dSk
S
D; = ek



172. 172
// (AdivA — A xrotA);dV =

/// EukA ngmAm E)dV =

= € /// (AiAj’j - (5i65jm - (Sim(Sjg)AjAm’g)dV =
14

= € /// (AiAj’j — AjAj}i +Ain’j)dV =
= /// 5”AkAk) AV =

= eiﬂ (AiAj - _5ijAkAk)de =
g 2

eiﬂ Tidej
S

For A = E finner vi att med

1
Tij = EiEj — E(SijEkEk

[ Zowmwav = ff 7as,

For A = B finner vi att med

géller

1
Tij = BiBj — EdijBkBk

///V po(i x B);dV :ﬁi T, dS;

173. 173 Med Vr = e, far man

géller

3(m; - e,)(my-e,.) —m; - my

6= g
Givna vérden insatta ger
6= [ [[my|
4
174. 174 Kan utforas pa ett flertal sitt, t.ex.:
1 1
V x (mx%) = (Vr—3> ><(m><r)+ﬁV><(m><r):
3r 1
= —FX (m xr)+ r—3(m(V r)— (m-V)r)
3 9 1
= —T—5(mr —r(m r))—|—ﬁ(3m—m)

92



175.

176.

93

varav

B:@E’;r(m-rg—mr2

4 r
Viktigt alternativ: V&lj e, || m = m = me,
Med sfariska koordinater:
Hom sin @
dr 2 ¥
2cosf 3in
ot A - fom ( cos o 4+ sin ee)

A =

47 73 r3

175

av
(—) =|VV|= V10
ds max

i riktningen 2e, — ey.

176 Enligt Gauss’ sats géller

flois= [[[ aveav== [[[ swav = Za

Alltsa ar ) ) ) )
€0P0a x z
QzeoﬂE-dS:O:—oaﬂ<§+z—2+c—2>dS
s 0 s
Men
ﬁ(m?ds — ﬁf 249 ﬁf 248 =
s
= 3#(3: +y +z)d5——aﬂd3_
s
_ drat
-3
Alltsa

4dra? a2  a?
Q:POW— <1+—+c—2)



177, 177

V x a

178. 178 Eftersom

har vi

ixB

Alltsa ar

179. 179

divF =

rotF =

= w-Vwrr) -V r=w w-3w? =202
= Vx (ww-r)—wr)=V(w r) xw—-w’Vxr=

= wXw+0=0

1 1
= E(VXB)XB:%((B'V)B_V(B'B)):

- L(mws-v (s )

1 1
f=—(B -V)B-V(p+-—B>
”0( ) (p 30 )

_|__

D 0 (5 . ,2cosd 0 . ,sind
r2sinf \ or rsind 73 00 Tbmor—:‘ -
2cosf 2cosb
p +p =0

rd rd

e, reg rsinfe,

N T}
ar 90 dp

2cosf sinf

= (0,0,0)

r2sin @

0

r3 r2

94

Kommentar: F = grad ¢ + grad ¢ dar ¢, och ¢o ar potentialer fran plus- och
minusladdning, ger

1) rotF =0 ty rotgrad¢ =0
2) V-F=0ty Vi = V3¢ =0

180. 180



a) (2zy —y —2z,-y°,2y)
b) (—6zy,xz,21%y — y?)
c) (—yz — 22,222 — y2,0)
d) (2,2,2z)

181. 181 Satt A = grad ¢.

div(¢rotB) = grad¢ - -rotB + ¢divrotB =
= grad¢ - -rotB

// A -rotBdV = ﬂgﬁrotB nds = ¢sﬂrotB nds =
1%
= ¢s/// divrotBdV =0

182. 182 Lagg z-axeln parallellt med a och infor sfariska koordinater:

acosf
A = grad —
,
Féltet ar singulart i origo.
acosf 2a cos 6 asinf
A =grad —5— = — 3 € — 3 €0
r r r

divA=0 di r#0

Flodet ut genom kuben = flodet ut genom en sfar kring origo.

ﬂ A - erdS———27r/ cosf@sinfdf =0
R Jo

183. 183 Bilda D(r) = A(r) — B(r). Vi vet att
rotD=0 = D=grad¢

Vidare géller
divD =divgrad¢ =0

Pa S géller
D-2=0 dvs. grad¢-n=0

(1) och (2) leder till att ¢ = C, dvs.

D=0iV
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184. 184
//S(vaw.ds://s(—VX (V) + 9V x Vo) - dS

Men V x V¢ = 0 och enligt Stokes’ sats ar

//SVX(ww)-dS:]{Cz/;w-dr

Om nu C &ar en ekvipotentialkurva till ¢ sa géller dar V¢ L dr eller V¢ - dr = 0.

Alltsa
//(quwi)-dS:O
s
185. 185
Vx(VxA) = V(V-A)-V?A
V-A = (n+1)p" !
V(V-A) = (n*—1)p" ?e,
VxA =0
Detta ger

och ekvationen blir

dvs.
n=+v1l+m
186. 186
a)
. d , C
leF:—Qd—T' f('r‘):() ger f:T_Q
Ur o
ﬂ —QGT -dS = Q
s
erhalls 0
Cc=—
47
b)

/F.dr:Q redr Q[
c

i Jo 3 4w ), r?
Oberoende av vigen (rot F = 0 for |r| # 0). Man far

ro = av0+16+0=4a
rn = aV0+164+9=>5a

Q 11 Q
Fdr = 2 (-——4+—-)=
/C g 47 5a + 4a 80ma




187. 187 |a] = w?V/1 + costwt

188. 188
///A-rothVzﬂ(BxA)-dS—i—///B-rotAdV
1% s 1%
Pa S ar
B=0+d’r = BXxA=0pa s
Vidare ar

1 1
rOtA:v(m)xr+ 2+ 2V><r—0+0

// A -rotBdV =0
v
189. 189 Vi berdknar integralens komponent i e;-riktningen (i = 1,2, 3):

ei-%--- = %ei-(axr)xdr:
c c

7{ e; X (axr)-dr = {enl. Stokes’ sats} =

//rotez (axr))-dS

Vx(e;x(axr)) = (axr))e —(e;-V)(axr) =

— _( (Vxr))e, —ax (e V)r
cof

_/L(a_xei)-dS:ei-]Zade

Den sokta integralen ar saledes

//ade:i//ax—dS 42xb,
; P b

n==+

Vi har alltsa

Sallen

190. 190 Enligt Gauss’ universalsats har vi:

ﬁ{saﬂ? X dS —///Vrot(qSF)dV:
—///V(VQSXF)dV—///VqS%dV:
// VLAV =

I (o) o= [ Foom
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Hér har vi utnyttjat att

e, 1
Vo[ F och rotF=— = —grad-
r r

Enligt en annan variant av Gauss’ sats ar

///Vv(¢%> v =ﬁ£¢%ds
ﬂsbexds :ﬁi(b%ds_///v %de

och vi har

191. 191
a) Ur A(Ax, \y, \z) = A"A(x,y, z) fir man genom derivering

0A 0A 0A _ n—1
(o5 +95y +55) =¥ An)

I limes d& A — 1 giller diirfor
(r-V)A=nA
b) Vi behdver
Vie-A) = - VVA+A-Vr+rx(VxA)+Ax(Vxr)=
= nA+A+rx(VxA)+0

och far nu
V-(r(r-A) = (V-r)(r-A)+r-V(r-A)=
= 3(r-A)+(n+1)(r-A)+r-(rx(VxA))=
= (n+4)(r-A)

192. 192

e; ﬂ e = # g 'Ser e, -ndS = {Gauss’ sats} =
s s T
// v. (eieder
v 7
€r

v (oo o gl ) e ) VS =
r r ~—— H/T—’
=e; =—2/r®

= e (—e—r)—e rad L
- pi) 08 3r3

e; bryts ut ur integralen och da i = z, y och z inses att

fl= )



193. 193

/ / [ aiviemya

///VE.de

divB =divrot A =0

ﬂsgbB-dsngﬂsB-dsz
gb///vdideV:O

///VE-BdV:o

ty

Gauss’ sats ger a andra sidan

/ / [ diviem)av

enligt (1). Alltsa

194. 194

V2A = graddivA —rotrot A =
d (1d d (1d
+1 d ( dAZ)e 0
——(p =
pdp \" dp

d (1d 1d
S Caea)=0 = Tlpa)—a =

dp \ pdp
d 2
= d—p(pAp):ap = pA,=cp°+ca =
= A,=cp+ e
p
P.s.s. erhalls ca
Ay, =c3p+ —
v P
d [ dA; 0 = dA, _.
dp P dp ) P dp °

= A.,=cslnp+c

Dvs.
C C
A= (cap+ f)ep + (cap+ ;4)% + (5 Inp + co)e.

195. 195

//VV¢-BdV+//V¢dideV:
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// e, xndS =

s
/2

—/ / (cos 8 cos p, cos B sin p, —sinf) sin 6 df dp =
0 0

I

B 27 278

b) Lat Sgy, Sz» och S, vara sidoytorna i zy-, zz- resp. yz-planet.

ﬂ e, x fdS =
—S4+Suy+Se=+Sy=
[ v [[ Levar-
v P
= —/// —_e.r? sin @ dr df dp =
7 sin 6
1 /2 /2 7T2
= —/ rdr/ d@/ dpe, =——e,
0 0 0 8

eftersom 1 || e, pa Sy, och Sy..

// e, xndS = // ecpxegdS:—// e, dS =
S, S, Sy

Yy Ty

1 pm/2
—/ / (cos ¢, sinp,0)r dr dp =
0o Jo
1 1
= (‘5"57())
R Y T
s —S+S.y s 27 278

zy

196. 196 rot A =0pa S, A=0paC

0

7{(( r)A) - dr — {Stokes’ batb}—// rot((e - r)A) - dS —

//s grad(e-r) XA + (e- r)rotA) nds =

- //Sﬁ-(exA ~—e. //nxA
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e=e; e e, = // n)ds =0

197. 197
(rot B)? = (rot A)? + (rot D)2 + 2rot A - rot D (1)
div(D x rot A) = rot D - rot A — Drotrot A (2)
rotrot A = graddivA — VZA = —V?A =0 (3)
Dxa=0 ty Axa=Bxn=C 4)

[[[Lvomrav — [ worara = oy -

= JJ] (oD +2v0rA - rorD)av = {(2)) =
///V((rotD) +2div(D x rot A) + 2D - rot rot A)dV = {(3)} =

///V(YOtD)QdV+2ny(D X ot A) - A dS —
///v(rOtD)QdVJFQﬂQ(ﬁXD)-rotAdS:{(4)}:
///V(rotD)QdV >0

198. 198
rotA =aA = o?A =rotrot A

Dessutom ar
rotrot A = graddiv A — VA

vilket medfor att

1
V2A +rotrot A = (V2 + o)A = grad div A = grad <— divrot A> =
a

199. 199
a)

1d ( d(1d [ du
292, _ +@a f a fla [ au _
ViV = pdp< Pdp <pdp <pdp))> ’

1d d
Viu = ;d—p<pd—z>=alnp+b

uw = Ap*lnp+Bp*+Clnp+D



200. 200 Satt B = rot C.

201. 201
a)

// A -rotCdV =

= // (div(C x A) + C - rot A)dV {enl. Gauss’ sats} =

Man far

ﬁg(CxA)-ﬁdS:-@{s(ﬁxc).Adgzo

¢—_

7 dr? r

2 2 2
v-w:%ja i

102

for r # 0. For r = 0 &ir V2¢ ej definierad. Utesluts origo genom att betrakta
volymen mellan » = R och r = ¢ ger Gauss’ sats:

ﬂgV(b-dS—i—//S Vcﬁ-dS:/\Q///%e_”dV

Vi far alltsa

I(R)

ger

R
)\247r/ e Mrdr —

L

(—— - A) e, (—eqc?)sinfdfdp =

£

dm(e™ (1 +eX) — e (1 + RN) —
—4re (1 + R))

Vo

ds

I(R) =

1 A
= — <—2 —+ —> ei)\rer
r r

= e R*sinfdfdyp

—(1+ R\e Mar

e (14 Xe))



Vi noterar att

lim I(R) =0 medan lim = —47

R—o0 A—0
A#£0 R<oo
202. 202
1 4o t
= ——e ‘_e
v 5 0 cos 5 €

1 t t
a = — (Z + 4 cos® 5) e, — 2sintey —2sin§e<p
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