SE2715 Applied Combinatorics
Notes and Exercises Part 3

Jakob Jonsson (modified by Svante Linusson)

29 april 2011

This contains some supplementary material and exercises to part 3 of the course
SF2715 applied combinatorics.

Note that the difficulty ranking of the exercises might not be what you expect.
Well, a problem that seems very difficult at first might be easy when you have
seen how to solve such a problem. But please let us know if you think some
grading is seriously wrong.

1 Graphs from the square lattice

In some of the exercises we study a special kind of graphs called square lattice
graphs (in Swedish kvadratiska gittergrafer). Let r > 1 and k > 1. We define
the square lattice graph G, j as follows. G, has rk nodes, ordered in r rows
and k columns. That is, there is a node in row ¢ and cloumn j for 1 < i < r
and 1 < j < k. Two nodes share an edge if they are adjacent to each other in
a given row or a given column. In Figure 1 you find an illustration of G5 7.

Sometimes it can be useful to draw a lattice graph on a chess board, like
we have done to the right in Figure 1. Note that every edge has one node in a
black square and one node in a white square. Thus G, is bipartite.

Figur 1: Lattice graph of size 5 x 7. To the right drawn on a chess board.



O ()vningsuppgifter

0.1 Minimalt uppspannande trad i gittergraf

I gittergrafen G, (se avsnitt 1), ge alla horisontella (vagrita) kanter vikten 1
och alla vertikala (lodréta) kanter vikten 2. Berdkna totalvikten pa ett minimalt
uppspannande trad i Gy .

Svarighetsgrad: D

0.2 Minimalt uppspannande triad i hyperkub

Lat n > 1, och lat H,, ha som hérn alla bindra ord av langd n. Tva horn &ar
sammanbundna om och endast om de skiljer sig at pa exakt en position. Detta
innebar att H, har formen av en n-dimensionell hyperkub. Se Figur 2 for fallet
n = 3, da vi far den 3-dimensionella kuben. Definiera kantvikter genom att
ge vikten k till varje kant som gar mellan tva bindra ord som skiljer sig at pa
position k (rdknat fran vénster). Visa att ett minimalt uppspannande trid har
totalvikten 27! —n — 2.
Ledning: Anvénd induktion over n.
Svarighetsgrad: B-C

011 1 111
3
3
010 1 110
2 2
2 2
001 1 101
3
3
000 1 100

Figur 2: Grafen Hs med kantvikter som i uppgift 0.2.

0.3 Unikt minimalt uppspannande trad

Lat G = (V, E) vara en sammanhéngande graf med reellvirda kantvikter {w(e) :
e € FE} sadana att det inte finns tva kanter med exakt samma vikt. Vi har alltsa
att w(e) # w(e’) om e # €.

(a) Visa att G har ett unikt minimalt uppspannande trad.

Ledning: Studera tva uppspannande trad T och U. Lat e vara minimal
med avseende pa vikt sadan att e bara finns med i ett av trdden, sig 7.
Visa att U + e innehaller ett uppspénnande trid med légre vikt &n U.

(b) Visa att foljande tva egenskaper hos ett uppspannande trad i G ar ekvi-
valenta:

— T ar det minimala uppspannande tradet i G.



— Varje kant e i G som ej tillhor T" har maximal vikt bland de kanter
som ingar i den unika cykeln i T+ e.

Svarighetsgrad: A-B

0.4 Hamiltoncykler i bipartita grafer

Lat G vara en bipartit graf. Det finns med andra ord en partition {A, B} av
G':s hornméngd sadan att alla kanter i G har en &ndpunkt i A och en &ndpunkt
i B. Anta att G har en Hamiltoncykel. Visa att |A| = |B).

Svarighetsgrad: E

0.5 Hamiltoncykler i gittergrafer

(a) Hitta en Hamiltoncykel i var och en av gittergraferna G4 6 och Gs¢ (se
avsnitt 1).

(b) Anta att r och k bada &r udda. Visa att G, j inte innehaller nagon Hamil-
toncykel.

Svarighetsgrad: (a): E, (b): C

0.6 Hamiltoncykler och perfekta matchningar

En perfekt matchning i en graf med 2m hoérn ar en mangd M bestaende av m
kanter sadana att varje horn i grafen finns med i exakt en kant i M.

(a) Anta att G &ar en graf med 2m horn sadan att G innehaller en Hamilton-
cykel. Visa att man kan hitta tva perfekta matchningar M; och Ms i G
sadana att My N My = () (det vill siga ingen kant finns med i bade M;
och Ms).

(b) Antanu att G innehaller en Hamiltoncykel och att varje horn i G har exakt
tre grannar. Visa att det finns en partition { My, Ma, M3} av kantméngden
i G sadan att My, Ms, M3 alla dr perfekta matchningar.

(c¢) For grafen i Figur 3, hitta en partition {M;, Ma, M3} av kantméngden
sadan att My, Ms, M3 alla &r perfekta matchningar.
Svarighetsgrad: (a): D, (b): C, (b): C

0.7 Grafer med Hamiltonstig men utan Hamiltoncykler

Lat G vara en graf pa hornméngden {1,...,n}. Anta att G har en kant mellan
iochi+1forl <i<mn-—1. Detta innebar att G innehaller Hamiltonstigen
(1,2,3,...,n). Anta vidare att G inte har nagon Hamiltoncykel.

(a) Visa att det inte finns nagot horn 4, 3 < i < n— 1, sadant att bade kanten
(1,4) och kanten (¢ — 1,n) finns med i G.
(b) Visa att det inte finns horn i och j, 2 < i < 7 < n—1, sadana att kanterna
(1,4), (4,n) och (¢ — 1,5+ 1) alla finns med i G.
(c) Visa att det inte finns horn ¢ och j, 2 < i < j < n—1, sadana att kanterna
(1,4), (i,n) och (i — 1,5 — 1) alla finns med i G.
Ledning: Rita! Svarighetsgrad: D



Figur 3: Grafen i uppgift 0.6 (c).

0.8 Gasledningar

I Figur 4 illustreras ett ndtverk av gasledningar mellan tva lander S och T'; varje
lednings kapacitet anges i hundratals miljoner kubikmeter gas per vecka. Alla
ledningar kan anvéndas i bada riktningarna.

(a) Ange ett maximalt flode i ndtverket, och visa att flodet &r maximalt.

(b) For att técka sina framtida behov pa 800 miljoner kubikmeter importerad
gas per vecka trycker landet T' pa for en ny ledning mellan ldnderna A
och B. Vilken kapacitet behovs pa denna nya ledning for att uppna det
onskade flodet?

Svarighetsgrad: E

Figur 4: Nitverket i uppgift O.8.

0.9 Fléden i niitverk med flera sinkor

I denna uppgift far du anvanda dig av att det finns en kdnd metod for att
berédkna ett maximalt flode i ett ndtverk med exakt en kélla och exakt en sénka.

(a) Lat D vara ett natverk med en killa s och flera sénkor t1,...,¢,, alla
skilda fran s. Med ett flode i D menar vi ett flode med nettoflode 0 i
alla horn v € {s,t1,...,t,}, och storleken pa flédet &r nettoflodet ut ur s.
Ange en metod for att bestimma ett maximalt flode i D.

(b) For givna ickenegativa parametrar py, ..., p,, ange en metod for att hitta
ett flode med egenskapen att nettoflodet till ¢; ar exakt p; for 1 < i < r,
under forutsittning att ett sadant fléde existerar.



Svarighetsgrad: C

0.10 Maximala fléden med olika riktningar mellan tva
givna horn

Syftet med denna uppgift ar att visa att det kan finnas tva hérn a och b i ett
nitverk med egenskapen att tecknet pa f(a,b) beror pa valet av maximalt flode
f (och alltsa inte ar entydigt bestdmt av kanternas kapacitet). Med f(a,b)
menas har flodet fran a till b langs en kant de delar. Om flédet gar at andra
hallet sa blir alltsa f(a,b) negativ.

(a) Lat D vara definierad som i Figur 5. Visa att det finns tre maximala
floden f1, f2 och f3 sadana att fi(a,b) > 0, fa(a,b) =0 och f3(a,b) < 0.

Ledning: Hitta forst ett maximalt fléde, och utga sedan fran detta flode
for att konstruera floden med de 6nskade egenskaperna.

(b) Konstruera ett nétverk av storlek tva med bara fyra hoérn s, ¢, @ och b
sadant att det finns tre maximala fléden fi, f2 och f3 sadana att f1(a,b) >
0, fa(a,b) =0 och f3(a,b) < 0. Som vanligt &r s killan och ¢ sdnkan.

Svarighetsgrad: (a): C, (b): B

Figur 5: Néatverket i uppgift 0.10.

0.11 Konstruktion av bipartit graf med flodesalgoritm

Lat A= {a1,...,an} och B = {b1,...,b,} vara tva méngder av horn, och lat

C1,...,Ccp 0Ch dy,...,d,, vara ickenegativa heltal sadana att
n m
Se=3a
i=1 j=1

Man vill bilda en bipartit graf med kanter fran hornen i A till hornen i B sa
att hornet a; har exakt ¢; grannar i B for alla ¢ och sa att hornet b; har exakt
d; grannar i A for alla j. Formulera detta problem som problemet att hitta ett
maximalt flode i ett natverk, och ange vilka egenskaper detta flode maste ha



for att vi ska fa en bipartit graf med onskade egenskaper. (Du behéver bara
formulera problemet, inte 16sa det.)
Svarighetsgrad: B-C

0.12 Knesergrafer

Lat n > 2k. Bilda en graf H,, ; med ett horn for varje delméngd till {1,...,n}
av storlek k och med en kant mellan tva horn A och B om och endast om A och
B ar disjunkta. H, j ar en sa kallad Knesergraf. Se Figur 6 for Knesergrafen
Hs 5, aven kallad Petersengrafen.
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Figur 6: Petersengrafen Hs s, den mest vilkdnda Knesergrafen. Vi skriver ab
for att beteckna hornet {a,b}.

(a) Visa att varje horn i H, ; har (".*) grannar.
(b) Lat (A, B,C) vara en stig i H, . Visa att

|A\ C| < n — 2k.

(¢) Mer allmént, lat (Aq, Ag, ..., Agiy1) vara en stig i Hy i, ddr ¢ > 1. Visa
att
|A1 \A2i+1| S ’L(?’L - 2]{?)

Dra slutsatsen att det inte finns nagon cykel av udda lingd i H, , vars
langd understiger —-.
Ledning: Anvand foljande olikhet for Andliga mangder:

X\ Z] < [X\Y[+ Y\ Z].

Svarighetsgrad: (a): E, (b): E, (c): A-B



