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O (")vningsuppgifter

The exercises are in Swedish. If you have trouble understanding them ask the
course teacher, Svante Linusson.

0.1 Tva koder med sju kodord
(a) Lat C vara koden bestaende av foljande sju kodord av langd 10:

a = 00000 00000
b = 11000 11100
¢ = 0011001110
d = 1000100111
e = 0110010011
£ =0001111001
g=1111111111



Berikna avstandet mellan varje par av kodord i C, och ange det minimala
avstandet i C.

(b) Lat C”’ vara koden bestaende av foljande sju kodord av ldngd 11:

a = 00000 00000 0
b=11000111001
¢=00110011101
d =10001001111
e =01100100111
f=100011110011
g=11111111110

Vi lagger alltsa till en bit till vart och ett av kodorden i (a). Berédkna
avstandet mellan varje par av kodord i C’, och ange ocksa det minimala
avstandet 1 C”.

Svarighetsgrad: E

0.2 Ovre och nedre granser pa bindra koder av langd 90
(a) Visa att det finns en 1-riittande binir kod av lingd 90 med 27® element.
(b) Visa att det inte finns nagon 2-rattande binir kod av ldngd 90 med fler

dn 278 element.

Svarighetsgrad: D

0.3 Tillampning av Plotkin-gransen

(a) Lat ¢ > 2, och lat d vara ett positivt heltal sadant att d — 1 ar delbart
med g — 1. Definiera

d—1 d—1
n=1 =d+——.
qg—1 qg—1
Anvéind Plotkin-gransen for att visa att gd dr en &vre begrénsning pa
antalet kodord i en kod av langd n o6ver ett alfabet av storlek ¢ med

egenskapen att kodens minimala avstand ar d.

(b) Lat C vara den binédra kod som bestar av fljande 8 kodord av langd 7:

a = 0000 000
b= 1111000
¢ =1100110
d=0011110
e =1010101
f=0101101
g =1001011
h =0110011

Berikna avstandet mellan varje par av kodord i C'.

¢) Finns det nagon kod av lang med fler an odord och med samma
Fi d 3 kod langd 7 med fler an 8 kodord och med
minimala avstand som C?

Svarighetsgrad: (a): C, (b): E, (c): E



0.4 Utvidgad kod I

Lat C vara en e-rattande kod vars kodord har lingd n. Lat k > 1. For ett
givet kodord ¢, definiera cF att vara det ord av lingd kn som man erhaller
om man upprepar ordet ¢ sammanlagt k ganger. Exempelvis dr (0111)3 =
(0111 0111 0111). Lat

o) ={cF:.ceCy.

(a) Visa att C®) &r ep-riittande, dér ey, ér lika med ke + 51 avrundat nedat.

(b) Anta att en avkodningsmetod for C ar given. For ett givet ord w av langd
n kan vi alltsa berdkna det unika kodord ¢ € C' med egenskapen att Ham-
mingavstandet mellan ¢ och w &r hogst e (om ett sadant kodord ¢ finns).
Definiera en avkodningsmetod for C'*) i termer av denna avkodningsme-
tod. Avkodningsmetoden ska fungera for alla ord som ar pa Hamming-
avstand hogst ey, fran nagot ord i C®)| diir ey, ir definierat som i (a).

Svarighetsgrad: (a): D, (b): A

0.5 Dubbla antalet kodord

Lat C vara en bindr kod av lingd n med minimalt avstand d sadan att alla

kodord bestar av hogst %1 ettor. Utvidga C till en binar kod av langd n med

dubbelt sa manga kodord som C' och med samma minimala avstand d.
Svarighetsgrad: B

0.6 Linjir kod I

Lat C vara den binéra linjara kod av langd 11 som har generatormatris

10001111000
01001100110
001 01 010101
00010101011

(a) Avgor om C ar 2-rdttande. Motivera ditt svar med ett bevis eller motex-
empel.

(b) Bestam en kontrollmatris (check matriz) till C.

(¢) Vad &r den maximala storleken pa en bindr 2-rdttande linjar kod av lingd
11?7 Ledning: Studera Hamming-gransen.

Svarighetsgrad: (a): E, (b): E, (¢): C

0.7 Linjir kod II

Lat nu C vara den binéra linjara kod av langd 11 som har kontrollmatris

100 01111000
01001100110
001 01010101
00010101011



(a) Hur manga kodord innehaller C?
(b) Visa att C &r 1-rdttande.
(c) Bestdm en generatormatris till C'.
(d) Bestam bitarna ay,as, a3, as s att vektorn
w = (a1, as2,as,a4,1,1,0,1,1,0,0)
blir ett kodord.

Svarighetsgrad: E

0.8 Linjir kod III

Lat C vara den binéra linjara kod av langd 11 som har generatormatris

11010011000
01101001 T1O0O0
0011 01O0O0T1T1FQO0
0 0011010011

(a) Avgor om C ar 2-rattande. Motivera ditt svar med ett bevis eller motex-
empel.

(b) Bestam en kontrollmatris till C.

Svarighetsgrad: E

0.9 Utvidgad kod II
Lat C vara en linjir e-riittande binir kod av lingd n med 2¥ kodord.

(a) Lat C’ vara den bindra koden av ldngd 3n bestaende av alla tripplar
(a,b,a +b), dir a,b € C. Visa att C’ dr 2e-rittande och bestar av 22
kodord.

(b) Lat nu C’ vara den bindra koden av lingd 6n bestdende av alla f6ljder
(a,byc,a+b,a+c,b+c), dir a,b,c € C. Visa att C’ ar (3e + 1)-réattande
och bestar av 23¢ kodord.

Svarighetsgrad: (a): C, (b): B

0.10 Brus som skapar sviter av fel

I en tillimpning har man tillgang till en brusig kanal genom vilken man kan
skicka bindra ord av lingd n. Trakigt nog kan godtyckligt manga bitar i ett
givet ord bli felaktiga, men i gengéld bildar de felaktiga bitarna alltid en sam-
manhéngande svit i ordet. Skickar vi ordet (a1, ...,ay) blir slutresultatet alltsa
antingen ordet sjilvt eller ett ord pa formen

(0,1,.. .,ai,l,a_i,aprl,.. .,aj,l,a_j,ajJrl,.. .,an),

dirl<i<j<myar=1-as.



Lat nu C vara en bindr 2-réttande kod av langd n, alltsa samma langd som pa
de ord som kan skickas genom kanalen. Man vill definiera en transformation
@ : C — {0,1}"™ med foljande egenskap for varje kodord b € C:

e Om p(b) skickas genom kanalen, sa ar b entydigt bestdmt av det mottagna
ordet.

Hitta en lamplig transformation ¢, och visa att den har 6nskade egenskaper for
varje val av C.
Svarighetsgrad: A

0.11 Fordjupningsuppgift: Kod bestaende av multiplar

av ett polynom

Lat r > 1, och lat f(z) vara ett polynom av grad r 6ver kroppen med ¢ element,
dér ¢ ar en primtalspotens. Lat k& > 1, och studera koden

C={f(2)g(x) : degg <k —1}.

Har identifierar vi ett polynom Z:Ig_l a;x" med vektorn (ag, a1, ..., @rik—1),
vilket innebéar att C' ar en kod av langd r + k.

(a) Visa att C ej dr 1-ridttande om k &r tillrackligt stort. Ledning: Studera
Hamming-gransen.

(b) Anta att f(z) har en nollskild konstantterm. Visa att det finns ett poly-
nom g(z) sadant att f(z)g(r) = ¥ — b for ndgot N > 1 och nagon
nollskild skalar b.

0.12 Fordjupningsuppgift: Polynombaserade koder

Lat FF vara en éndlig kropp, och lat z1, ..., z, vara olika element i F. Lat k < n,
och definiera

C={(f(z1),...,f(zn)) : f polynom &ver F av grad hogst k — 1}.
Visa att C &r en linjar kod 6ver F med minimalt avstand n — k + 1.

Ledning. Anvand faktorsatsen, som siger foljande: Om f &r ett polynom 6ver
F och aq,...,ay ar olika element fran F sadana att

flar) = flaz) = - = flax) =0,
sa &r
f(@) = (z —a1)(z —ag) - (z — ar)g(x)
fér nagot polynom g.
(I fallet da {z1, ...,z } &r lika med IF\ {0} &r koden en sa kallad Reed-Solomon-

kod. Felkorrigering med Reed-Solomon-koder anvands i bland annat CD- och
DVD-skivor och vid en rad former av datadverforing.)



