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O Ovningsuppgifter
These extra exercises are in Swedish. If you have problems understanding please

ask the course leader Svante.

0.1 Binomialkoefficientens viirde

Syftet med denna uppgift ar att ge ett bevis for att binomialkoefficienten (Z)

uppfyller identiteten
n\ n!
k) kl-(n—k)

Lat 0 < k < n. Anviand foljande procedur for att bilda en permutation av
elementen i en mangd X av storlek n.

1. Valj ut k element.

2. Bilda en ordnad foljd av dessa k element.

3. Bilda en ordnad f6ljd av de aterstaende n — k elementen.

4. Bilda en permutation genom att sitta ihop de tva foljderna.

Visa med hjilp av ovanstaende procedur att

nl = (Z) B! (n— k)L

0.2 Annu en rekursion for binomialkoefficienterna

Svarighetsgrad: E

Visa att

() =G22)+ G+ () + G2+ (o)

Svarighetsgrad: E



0.3 Binomialsatsen I

Anvand binomialsatsen for att visa att

n

> ()2 =

k=0

Svarighetsgrad: E

0.4 Binomialsatsen II
Anviand binomialsatsen for att visa att
n n 2n m,
k k_ k
k=0 k=0

Svarighetsgrad: C

0.5 Vem vet mest?

Vem vet mest? ar en fragesporttavling pa Sveriges Television dar tolv deltagare
tavlar om tre finalplatser. Kvalificeringstévlingen &r uppdelad i tva omgangar.
I den forsta omgangen far deltagarna svara pa tva fragor, och de som svarar fel
pa bada fragorna &r utslagna. Den andra omgangen ar en sinnrikt konstruerad
utslagstdavling som pagar tills bara tre deltagare aterstar. Dessa tre deltagare
gar vidare till finalen. (Vi antar att antalet personer som gar vidare till den
andra omgangen alltid &r minst tre.)

(a) Med spelregler som ovan, visa att det finns 112640 sétt for de tolv del-
tagarna att fordela sig mellan grupperna “utslagna i férsta omgangen”,
“utslagna i andra omgangen” och “kvalificerade for final”.

(b) Ge ett kombinatoriskt bevis for identiteten

"L /n\ (7 n
=, 2"~
> ()0)=6)
r=k
(Det &r tillatet att 16sa (a) genom att forst l6sa (b) och sedan stoppa in
lampligt valda parametrar.)

(c) Ge ett algebraiskt bevis for identiteten i (b).

Svarighetsgrad: (a): E, (b): D, (c): C

0.6 Vixande foljder av tal I

(a) Lat k och n vara positiva heltal sadana att k& > n. Berikna antalet
heltalsfoljder (yi,...,yx) sadana att

1<y1 <y < <y <

med egenskapen att vart och ett av talen 1,2, ..., n forekommer minst en
gang bland talen y1,ys2, ..., Yk.



(b) Lat k och n vara positiva heltal sadana att n < k < 2n. Beridkna antalet
heltalsfoljder (y1,...,yx) sadana att

1<y1 <y <<y <.

med egenskapen att vart och ett av talen 1,2, ..., n forekommer minst en
gang och hogst tva ganger bland talen y1,ys, ..., yk.

Svarighetsgrad: D



0.7 Viaxande foljder av tal 1T

Ge ett direkt bevis for att foljande tva antal sammanfaller och &r lika med
(n-l—k—l),
v )

e Antalet heltalsfoljder (a1, as,...,ar) sidana att
1< <as<---<ap,<n+k-1
(strikta olikheter).
e Antalet heltalstoljder (bq,bo,...,b;) sadana att
1< < <<y <

(ej strikta olikheter). Detta &r lika med antalet multiméngder av storlek
k over en mangd av storlek n.

Ledning. Forsok transformera en foljd av det andra slaget till en f6ljd av det
forsta slaget genom att addera lampliga konstanter Cj, till vart och ett av talen
b1,ba, ..., bg. Vivill alltsa att

1<b1+C1 <by+Co< - <bp,+C,<n+k-—1.

Svarighetsgrad: C

0.8 Genererande funktion for tarningskast

Lat n > 1, och lat a, j vara antalet sitt att fa summan n da man kastar k
stycken vanliga sexsidiga tdrningar. Ange ett slutet uttryck for den genererande
funktionen

Berakna a10,3-
Svarighetsgrad: E

0.9 Slantsingling

For 1 <n <r, lat a,, vara antalet sitt att singla slant r ganger sa att klave
dyker upp exakt n ganger och sa att vi far klave vid den sista slantsinglingen.

()
Anr = .
’ n—1

(o)

r>n

(a) Visa att

(b) Visa att

Ledning: Dela in ovanstaende slantsingling i n omgangar, och anvind
multiplikationsprincipen.

Svarighetsgrad: (a): E, (b): C, (c): D



0.10 Summor pa formen ¢ + 2u + 3v

Lat a,, vara antalet tripplar (¢, u, v) av ickenegativa heltal sadana att t+2u+3v =
n. Ge en sluten formel for ) - a,a™.
Svarighetsgrad: C

0.11 Ord som undviker 00

Lat @ beteckna alfabetet {0, 1,2}, och lat a,, vara antalet ord éver @ av langd
n som inte innehaller delordet 00. Exempelvis dr a1 = 3, as = 8 och ag = 22.

(a) Visa att
Ap = 20/71—1 + 2an—2
for n > 3.
(b) Visa att
n 3z + 222
>

T 12z —222
n>1

Svarighetsgrad: D

0.12 Ord som undviker 00 och 11

Lat @ beteckna alfabetet {0, 1,2}, och lat a,, vara antalet ord 6ver @ av laingd
n som inte innehaller delorden 00 och 11. Exempelvis 4r a; = 3, ag = 7 och
as = 17.

(a) Visa att det finns tal r och s sidana att a, = ra,—1+ sa,—» for allan > 3,
och bestam r och s.

(b) Skriv >_, <, a,z™ som en rationell funktion.

Svarighetsgrad: D

0.13 Ord som undviker 01

Lat @ beteckna alfabetet {0, 1,2}, och lat a,, vara antalet ord 6ver @ av langd
n som inte innehaller delordet 01. Exempelvis ar a; = 3, as = 8 och az = 21.
Visa att det finns tal r och s sadana att a,, = ra,_1 + sa,_o for alla n > 3, och
bestdm 7 och s.

Svarighetsgrad: D



0.14 Ord som undviker ij om |i — j| > 2

Lat @ = {0,1,2,3}, och lat X besta av alla ord ij sadana att |i — j| > 2. Vi
har alltsa att X = {02,03,13,20,30,31}. Lat a, vara antalet ord éver ) som
undviker delorden i X.

(a) Visa att
(pt4 = 4an+3 - 3an+2 - 2an+1 +an

for n > 1.

(b) Man kan rikna ut att a; = 10, ag = 26, ag = 68 och ay = 178. Anvind
detta for att visa att a,, = 2Fs, 4o for n > 1, dar F; ar det i:te Fibonacci-
talet; FO = F1 =1.

Ledning. Ett satt att forenkla utrakningarna ar att forst visa att Fopyq =
3F2k+2 - ng for k Z 0.

Svarighetsgrad: (a): D, (b): C

0.15 Grannfria konfigurationer av brickor pa ett brade

Studera ett brade med tva rader av kvadratiska rutor med n 4+ 1 rutor i varje
rad. Plocka nu bort nedre vanstra och 6vre hogra rutan fran brédet. Figur 1
illustrerar fallet n = 7. Ange en rekursionsformel for antalet sétt att placera
brickor pa de 2n aterstaende rutorna, dér regeln ar att man inte far lagga brickor
pa tva rutor med gemensam kant.

Svarighetsgrad: B

Figur 1: Bridet i uppgift 0.15 for n = 7.

0.16 Delmangders kardinalitet modulo 3

For varje heltal n > 0 och k € {0,1,2}, 1at (8, vara antalet delméngder till
{1,...,n} vars kardinalitet 4r kongruent med k modulo 3.

(a) Anvénd ett kombinatoriskt resonemang for att bevisa att
Brtspk =3-2" = Buk
for n > 0 och k € {0,1,2}.
(b) Anvénd identiteten i (a) for att visa att

_ [ (™ +2(-1)")/3 omk=0,
Pt = { @™ = (=1)m)/3 omke{l2}

for alla m > 0.

Svarighetsgrad: (a): B, (b): E



0.17 Hopparningar av tal pa avstand hdgst 2

Lat a,, vara antalet sétt att dela in méngden {1,...,2n} i n par sa att avstandet
mellan talen i varje par ar hogst 2. Exempelvis ar as = 2, ty hopparningarna
{1-2,3—4} och {1 —3,2—4} &r tillatna, medan hopparningen {1 — 4,2 — 3}
inte ar det; avstandet mellan 1 och 4 i det forsta paret ar storre an 2. Visa att

Ap = Ap—1 + Ap—2

for alla n > 2. Eftersom ag = a1 = 1 far vi alltsa Fibonacciféljden.
Svarighetsgrad: C

0.18 Hopparningar av tal pa avstand hogst 3

Lat nu a, vara antalet sitt att dela in méngden {1,...,2n} i n par sa att
avstandet mellan talen i varje par ar hogst 3. Visa att

an = 2(1”,1 +apn—2 — An—yg

for alla n > 4.
Svarighetsgrad: A

0.19 Vixande foljder av tal III

Som bekant ar a,, j = (”+Z_1) lika med antalet heltalsfoljder (b1, ba, . .., bx) som
uppfyller olikheterna

(a) Lat

Ge ett kombinatoriskt bevis for att
An(z) =1+ Aq(x).
i=1

Ledning: Studera det sista elementet by i en given foljd.

(b) Anvind (a) for att visa att

Svarighetsgrad: C



0.20 Icke-skirande hopparningar

Representera talen 1,...,2n som punkter pa en cirkel, utspridda i vaxande ord-
ning medurs. For en given hopparning av dessa 2n punkter, dra ett linjestycke
mellan varje par av hopparade punkter. Om linjestyckena inte skér varandra
inuti cirkeln sager vi att hopparningen ar icke-skarande. Exempelvis ar hop-
parningen {1—-5,2—-8,3—4,6—7,9—12,10— 11} av talen 1,..., 12 skirande,
ty linjestycket mellan punkt 1 och punkt 5 skir motsvarande linjestycke mel-
lan 2 och 8 (studera urtavlan pa en klocka). Algebraiskt kan vi uttrycka detta
som att vi inte tillater hopparningar som innehaller par a — ¢ och b — d med
egenskapen att
a<b<ec<d.

Visa att antalet icke-skdrande hopparningar av 1,...,2n ar lika med det n:te
Catalantalet C,, (C,+1 med Camerons notation).
Ledning. Bilda en rekursionsformel for det sokta antalet genom att studera
det par som innehaller punkten 2n.
Svarighetsgrad: B

0.21 Oavgjord tavling dir den ena spelaren aldrig leder

Tva personer A och B spelar 2n partier luffarschack och vinner n partier var.
Efter varje omgang har A vunnit minst lika manga partier som B. Visa att
antalet sitt detta kan ske pa ar lika med det n:te Catalantalet C), (Cp41 med
Camerons notation).

Ledning: Bilda en rekursionsformel for det sokta antalet genom att studera
det forsta tillfdllet i tdvlingen da A och B har vunnit lika manga partier. Bortse
fran tillfallet i borjan av tdvlingen da stéllningen ar 0-0.

Svarighetsgrad: A



Losningsforslag till ovningsuppgifter, del I

Obs! Preliminar version!

Allm&n kommentar géllande de uppgifter som behandlar rekursioner (alltsa
uppgifterna 11-21): Var noggrann med att kontrollera relevanta startvirden
vid hérledningar av talserier. Till exempel ricker det inte att talfljden (an)n>0
uppfyller a, = ap_1 + a,_o for att vi ska erhalla Fibonaccitalen. Vi maste
dven ha att ag och a; ar pa varandra foljande Fibonaccital. Om exempelvis
ap = 2 och a; = 1 far vi ndmligen inte Fibonaccital utan de tal som brukar
bendmnas Lucastal. For att ge ett annat exempel maste ¢y vara lika med 1 for

att ekvationen
n—1
Cn = E CkCn—k—1
k=0

ska ge Catalantalen.



0O.1. Vi kan utfora steg 1 i proceduren pa (Z) olika satt; vi valjer en méngd
med k element fran en méngd med n element. Vidare kan vi utféra steg 2
pa k! olika sétt och steg 3 pa (n — k)! olika sétt; vi sorterar méngder med k
respektive n — k element. Vi kan fa varje permutation av mangden X pa precis
ett sdtt med den beskrivna proceduren: Det forsta steget avgor vilka de forsta
k elementen &r, det andra steget avgor i vilken ordning dessa k element kommer
och det tredje steget avgor i vilken ordning de 6vriga n — k elementen kommer.
Eftersom antalet permutationer av n element ar lika med n! erhaller vi den
onskade identiteten.

0.2.
Arbeta med hogerledet. Vi ser att

(0 I o B e R (VO R (4 )
= (22 G2) )+ (o))
G () G2D)
o) )=6)

vilket ar lika med vansterledet.

0.3. Sitt ¢ = —2. Binomialsatsen ger att

Z()_ :io (I+8)"=(1-2)" = (-1)"

k=0

n

0.4. I denna uppgift maste vi anvéinda binomialsatsen pa savil vénsterled som
hogerled. Studera forst viinsterledet. 2% (2 4 2)* kan skrivas som ((2 + 2))* =
(22 + 2%)F. Sitter vi t = 2z + 22 far vi att

S () -3 (1) -y

k=0
= (1+2:c+:r) =((1+ :L'2) (1+:c)2"

Studera nu hogerledet. Vi ser att

i (2:) o = (1+a)%

k=0

Alltsa &dr vansterled och hogerled lika, vilket avslutar beviset.



0.5.

(a)

(c)

Det finns (132) mojligheter for de tre finalisterna. Var och en av de ovriga
nio deltagarna blir utslagen antingen i forsta omgangen eller i andra
omgangen. Det finns alltsa tva mojligheter fér var och en av dessa nio

deltagare. Det totala antalet mojligheter ar darmed

¥.29:12~11~10

-512 =220- 512 = 112640.
3 6

Studera den generaliserade versionen av Vem vet mest? med n deltagare
och k finalister. Det finns (Z) sitt att vilja finalisterna och 2"~ % sitt att
fordela 6vriga n — k deltagare mellan de bada férsta omgangarna. Antalet

mojligheter ar alltsa
n
. 2n7k.
(+)

Ett annat sétt att rdkna &r att lata r vara antalet deltagare som avancerar
till andra omgangen. For ett fixerat r har vi (:) mojligheter for dessa r
deltagare. Bland de r deltagarna i andra omgangen gar k deltagare vidare
till finalen, vilket kan ske pa (2) satt. Summerar vi 6ver r far vi det totala
antalet mojligheter. Eftersom k < r < n drar vi slutsatsen att

()= -2 ()

Vi har att
2(2)@ B ér' <Z'—r>' K <:'—k)'

— k! (n
- 20020



0.6.

(a)

(Uppdaterad 2 augusti 2009.)

Denna uppgift kan 16sas pa flera séitt.

Ett sétt ar att studera de positioner i foljden dar vardet okar, alltsd de
index p som har egenskapen att y,+1 > yp. Enligt forutsattningarna finns
alla tal mellan 1 och n finns med i f6ljden, och foljden ar vixande. Alltsa
finns det precis en position p; sadan att y,, = 1 och y,, 41 = 2, en position
p2 sadan att y,, = 2 och yp,+1 = 3 och sa vidare upp till en sista position
Prn—1 sddan att y,,_, =n—1och y,,_,+1 =n. Om exempelvis féljden &r
lika med (1,1,1,1,2,3,3,3,4) far vi att p; = 4, po = 5 och p3 = 8. Den
resulterande méngden {p1,...,pn—1} ar en delméngd av storlek n — 1 till
méngden {1,...,k—1}. Varje saidan méngd svarar pa ovan beskrivna sétt
mot en f6ljd med egenskaper som i uppgiften, vilket innebar att antalet
foljder &ar (Z:i)
Ett annat satt ar att sluta sig till att antalet sokta foljder ar lika med
antalet foljder av positiva heltal x1, ..., x, sadana att

T+t =k

x; ar lika med antalet forekomster av talet 4 i foljden (y1,...,yr) (JAmfor
med beviset av Lemma 3.7.2 i Cameron). Sétter vi w; = z; — 1 for 1 <
i < n erhaller vi antalet foljder av ickenegativa heltal wy, ..., w, sadana
att

wy + - Fw, =k —n.

Viansterledet ar namligen lika med
(r1 -+ (xpn—1)=(@14+ - +z,) —n=k—n.

Satt k' = k —n. Lemma 3.7.3 i Cameron ger nu att det sokta antalet ar

n+k -1\ (k—-1\ (k-1
K C\k-n) \n-1)
(Forsok garna hitta en variant pa beviset for Lemma 3.7.3 som gar att
anvianda direkt pa foljden (z1,...,z,).)

Vi loser denna uppgift med hjalp av samma omformulering som i den andra
metoden i foregaende uppgift. Forst konstaterar vi att antalet foljder med
de givna egenskaperna &r lika med antalet foljder (z1,...,z,) sadana att
21+ -+ x, =k och z; € {1,2} for varje i. Precis som ovan ar x; antalet
forekomster av talet ¢ i f6ljden (y1, ..., yx). Satter vi 4n en gang w; = x;—1
erhaller vi att det sokta antalet ges av antalet foljder (wy, ..., w,) sddana
att
wi+-tw, =k—n

och w; € {0,1} for varje i. I en summa som denna har vi att k —n av
talen wi,...,w, ar ettor och att ovriga 2n — k tal ar nollor. De k —n
ettorna kan véljas pa (kfn) olika satt, vilket ar det sokta antalet.



0.7. (Uppdaterad 2 augusti 2009.) Studera en heltalsfljd av det andra slaget,
alltsa en foljd (b1, be, ..., bx) sadan att

1< <bp<--- < by <.
Bilda en ny heltalsfoljd (ai,az,...,a;) genom att sitta
a; =b; +i— 1.
Detta innebar att
a;—ai—1=bi+i—-1)—(bis1+1—-2)=b;—bi_1+1>1>0.

Eftersom vi dessutom har att a; =b; >1lochap =b, +k—1<n+k—1far
vi att
1< <as<---<ap<n+k-—1.

I synnerhet ar (aq,...,ax) en 16ljd av det forsta slaget.

Omvént erhaller vi en foljd av det andra slaget fran en foljd av det forsta
slaget genom att subtrahera ¢ — 1 fran det i:te elementet; beviset for detta
anviander samma utrdkningar som ovan. Alltsd har vi en bijektion mellan de
bada méangderna av foljder, vilket avslutar beviset.

Att antalet foljder ar ("+,’§_1) foljer direkt av att antalet foljder av det forsta
slaget ar lika med antalet delméngder av storlek k till en méngd av storlek
n + k — 1; se diskussionen i Notes 1 for fallet da ordningen ej spelar roll och
upprepuning ej ar tillaten.



0.8. Den genererande funktionen for summan efter ett tarningskast ar uppen-

barligen
_ 27 1— 26
T S N D ek A Gk
1—2 1—a

Multiplikationsprincipen ger att den genererande funktionen for summan efter
k tarningskast ar

k (l._x?)k xk(l—mﬁ)k

A=k (-a)k

(z+ 2 + 2% 4+ 2" + 25 + 29)
For att berékna ajo,3 kan vi notera att den genererande funktionen &r
($+$2+$3+$4+$5+$6)3
= (2% 4223 + 32 + 42° + 52° + 627 4 5a® + 427 + 3210 4 221 212 .
(z + 22 + 2% + 2* + 25 + 25).

0 =

Koefficienten framfor z10 ar

3+4454+6+5+4=27.



0.9.

(a)

(b)

Antalet sétt att fa n klave pa r forsék, under forutsittningen att det sista
forsoket ska ge klave, ar lika med antalet sitt att valja n — 1 element fran

en mangd med r — 1 element. Detta antal ar lika med (;j)

Vi kan anvanda multiplikationsprincipen for att berdkna den eftersokta
genererande funktionen. Vi kan namligen se slantsinglingen som ett spel
bestaende av n omgangar, dar en omgang pagar tills resultatet av en
slantsingling blir klave. Poéngen efter en omgang ar antalet slantsinglin-
gar i omgangen, inklusive den sista. Den genererande funktionen for en
omgang ar

r+a®+adpat 4= e )

1—2
ty det finns bara ett sétt att fa ¢ podng, ndmligen genom att fa krona i —1
ganger och sedan avsluta med klave. Multiplikationsprincipen ger darmed
att den genererande funktionen fér n omgangar blir Of—myl
En alternativ losning ar att anvanda induktion 6ver n genom att derivera
vanster- och hogerled i den formel vi vill visa. Detaljerna 6verlats med
gladje till den intresserade lasaren.



0.10. Vi kan anvinda multiplikationsprincipen genom att se termerna t, 2u
och 3v som podngsummorna i tre olika omgangar i ett spel. Den genererande
funktionen for den forsta poangsumman ar

1

1—x

l+z+a’+- =

)

ty ¢t kan anta varje ickenegativt virde pa precis ett sitt. Den genererande

funktionen f6r den andra podngsumman &r
1+x2+z4+...:L
1— a2’

ty 2u kan anta varje jamnt ickenegativt virde pa precis ett sétt. Pa samma sétt
erhaller vi att den genererande funktionen for den tredje podngsumman ar

1
1 3 6 ... = .
+x” +x + 1— 3
Multiplikationsprincipen ger att den genererande funktionen for totalsumman
ar

1
(1—2z)(1 —22)(1 —23)
Kommentar. Det vi gjorde i denna uppgift var att rdkna antalet partitioner av

talet n i delar av storlek 1, 2 och 3. I del II av denna kurs kommer vi att titta
mer pa partitioner av tal.




O.11.

(a) Metod 1. Lat T, beteckna méngden av tillatna ord av ldngd n. Lat vidare
an, ; beteckna antalet tillatna ord av langd n som slutar med k. Vi noterar
att

Qn = 20p_1,0 +3ap_1,1 +3apn_12 = 20p—1 + apn_1,1 + apn_1,2.

Vi har faktorn 2 framfor a,_; o darfor att ett ord i 7,,—; som slutar med
0 kan utvidgas till ett ord i 7;, genom att antingen lagga till 1 eller 2.
Pa liknande sétt resonerar vi oss fram till faktorerna framfor a,,—1 1 och
ap—1,2. FOr den sista forenklingen anvander vi oss av att ap—1,0+an—1,1+
Gn—-1,2 = An—1-
Vidare har vi att

Gn—-1,1 = An-1,2 = An—2,
ty varje tillatet ord av lingd n — 2 kan utvidgas till ett ord av laingd n — 1
genom att lagga till 1 eller 2. Summerar vi far vi

pn = 20p_1+apn_11+apn_12 = 20n_1 + 2ap_2.

Metod 2. Med matrismetoden i Notes 1 far vi matrisen

01 1
M=|111|,
11 1

vars karakteristiska polynom é&r lika med
xar(A) = A3 —2X% — 2\
Detta ger rekursionen
Ap — 2091 — 20p_2 = 0 <= a, = 2ap_1 + 20,2
for n > 4. Man kontrollerar enkelt att ekvationen &ven géller for n = 3.

(b) Vi ser att

A(z) — a17 — aga® = Z anx”

n>3
= E (2an-1 + 2a,—2)z"
n>3
= g 212" o+ g 20y _ox" 2 - 22
n>3 n>3
= g anx" 22 + g anz” - 22>
n>2 n>1

=  (A(@) —a1x) - 2z + A(x) - 222
= —2a12% + A(z)(2x + 22?)
— A(z)(1 —2v —22%) = 12 + (a2® — 2a;)2>.
a1x + (agx? — 2a;)x  3x+ 222
1 -2z — 222 1—2x— 222

— Ax) =



0.12. Forst ndmner vi att matrismetoden i Notes 1 ger en rekursion som
relaterar a,, till inte bara a,_1 och a,_o utan aven till a,,_3:

Qp = Qp_1 + 30n_2 + ap_3.

Man kan &ndéa 16sa uppgiften med denna metod genom att i (b) visa att den
genererande funktionen A(z) uppfyller

3z + 42% + 23 Bz + 23 (1 + ) 3z + 22

T 1-z-322-2 (1+2)(1 -2z —22) 1-2z—22

A(z)

Ur den forenklade ndmnaren kan vi nu utlésa att
ap — 20p_1 — Gp_o = 0.
Vi presenterar dock en annan 16sning pa problemet:

(a) Lat ay, x beteckna antalet tillatna ord av lingd n som slutar med k. Med
samma resonemang som i féregaende uppgift kommer vi fram till att

Gn = 2Gn-1,0 +2an—1,1 +3an—1,2 = 2an-1 + Gn—12.
Vidare har vi att
Ap—1,2 = Ap—2,0 + Gp—2,1 + Gpn—22 = Gn—2,
ty vi kan alltid lagga till 2 till ett tillatet ord. Summerar vi far vi

an = 2(1”,1 + an—2.

(b) Med samma metod som i foregaende uppgift kommer vi fram till att

Za:cn 31‘+£L'2
n

1—2¢ — 22
n>1



0.13. (Uppdaterad 24 mars 2009.) Denna uppgift ar latt att 16sa med ma-
trismetoden i Notes 1 (jamfor med metod 2 i lésningen till uppgift 0.11). Vi
anviander oss av den den andra av vara tva losningsmetoder for att illustrera
ett problem som ibland uppstar med 16sningsmetoden.

Lat ay, ; beteckna antalet tillatna ord av lingd n som slutar med k. Precis
som i uppgift O.11 far vi att

ap = 2ap-1,0+3an-1,1 1t 3an-12 = 2n—1 + @n-1,1 + An_1,2.
Den hér gangen ar dock
(p-1,1+tAn-12 = n_20 + 2an_21 + 2an_22,

vilket inte ser sa bra ut. Hogerledet kan ndmligen inte skrivas som en konstant
ganger a,_z, ty konstanten framfor a,_s ¢ inte ar lika med konstanten framfor
(p—2,1 OCh an_2 2.

Vi har dock att

Ap—1,0 = Gp—2,0 T Gpn—2,1 + Gpn—22 = Gn—2,
vilket ser ut att vara mer anvandbart. Vi kan namligen konstatera att
an = 20n-1,0 +3Ap—1,1 + 3Apn—1,2 = 3n—1 — An—1,0 = 3Cp—-1 — Ap—2.
(Om man inte lyckas hitta en omskrivning som ovan kan man forsoka ansétta

ap = 20p-1,0+30p_1,1+3an_1,2
= (2+kan-1—kan—10—(k—1apn—11 — (k—1)anp_12,

och sedan forsoka bestamma k sa att

kan—1,0+ (k—1)an—1,1+ (k—1)an—1,2

= m(an-2,0+ Gn-21+ Gn-22) = Mapn_2
for nagon konstant m. Detta ger ndmligen ekvationen

an = (2+k)an—1 — man—s.)



0.14.

(a) Med metoden i Notes 1 far vi matrisen

S O = =
O = ==
— == O
— oo

vars karakteristiska polynom &r lika med
xar(A) = AT =333 £ 307 420 — 1.
Detta ger den onskade rekursionen

Apt4 — 4an+3 + 3an+2 + 2an+1 — an = 0
<~ QGpi4 = 4an+3 — 3an+2 — 2an+1 + an,.

(b) Vi visar forst att Fogya = 3Fopqo — Foy, for k > 0. Detta foljer av att

Fokva = Fopts + Fopgpo = (Fokgo + Fory1) + Fopto
= Fopro + (Forto — For) + Fokyo = 3Fopr0 — Foy.

Vi anvander nu denna identitet for att visa att a, = Fy,4o for n > 1.
Det ar givet i uppgiften att detta géller for 1 < n < 4. For n > 5 ger
induktion att

an = 4an_1—30p_2—20p_3+ Qn_4
= 8Fy, —6F,_o —4F, 4+ 2F5, ¢
= 8Fy, —6F5,_o—4F5,_4 — 2F5,_¢ + 6F5,_g
= 8F5, —8Fs5,_o+ 2F5, 4
= 8Fy, —8Fy,_o — 2F5, +6F5,_o
—  6Fy — 2Fp_0 = 2Fania.



0.15. Ge en ruta vérdet 1 om en bricka ligger pa rutan och vérdet 0 annars. Lat
x vara virdet pa rutan langst till hoger i den 6vre raden, och lat y vara vardet
pa rutan langst till hdger i den nedre raden. Notera att de mgjliga vardena pa
ordet xy ar 00, 01, 10 och 11. Den sista kombinationen ar tillaten, ty rutorna
har ingen gemensam kant.

Anta nu att vi lagger till en ruta langst till hoger pa varje rad. Vi noterar
att om xy = 00 kan vi placera brickor hur vi vill pa de tva nya rutorna. Om
2y = 10 kan vi inte placera nagon bricka pa den 6vre nya rutan. Detta innebér
att 10 bara kan f6ljas av 00 och 01 och inte av 10 eller 11. Om slutligen zy = 01
eller 11 kan vi inte placera nagra brickor alls pa de nya rutorna, vilket innebér
att 01 och 11 bara kan foljas av 00. Metoden i Notes 1 ger ddrmed matrisen

— =
O = O
O O O
o O O

Med viss moda kommer man fram till att

xar(A) = AT =A% —3X% — A,
Detta ger rekursionen

Ap = Ap_1+ 3Ap_o+ an_3

for n > 5. (Ekvationen visar sig stdmma dven for n = 4, men detta behover ej
visas.)



O.16.

(a) Vi séger att en méngd har typ ¢ om kardinaliteten for méngden ar kon-
gruent med ¢ modulo 3. Vi noterar att foljande géller:

— For varje delméngd X till {1,...,n} av typ 0 &r de tva méngderna
X och XU{n+1,n+2,n+ 3} delméngder till {1,...,n+ 3} av typ
0.

— For varje delméngd X till {1,...,n} av typ 1 dr de tre mingderna
XU{n+1,n+2}, XU{n+1,n+3} och XU{n+2,n+3} delméngder
till {1,...,n+ 3} av typ 0.

— For varje delméngd X till {1,...,n} av typ 2 dr de tre mingderna
XU{n+1}, XU{n+2} och XU{n+3} delméngder till {1,...,n+3}
av typ 0.

Detta ger alla delméngder till {1,...,n + 3} av typ 0, vilket innebér att

Brnt3,0 = 2Bn,0 + 30n,1 + 3Bn.2.

Eftersom fy,,0 + Bn,1 + Bn,2 = 2" drar vi slutsatsen att

Brn+3o=3-2" = Bno.

Pa samma sitt visar man att

Bnts1 = 32" —0Bh1,
Bn+3,2 = 3-2"— ﬁn,Q-

(b) Anvind induktion 6ver m. Vi studerar forst fallet £ = 0. Fér m = 0 har
vi att
(8™ +2(—1)") /3 =1,

och det finns mycket riktigt en delmangd av typ 0 till den tomma méangden,
namligen den tomma méngden sjalv. Anta att vi har bevisat att (83,0 =
(8™ +2(—1)™) /3. Med hjilp av (a) erhaller vi att

Bamizo = 3-28" —B3,0=3-8"— (8" +2(-1)™)/3
= (8:8"—2(=1)") /3= (8" +2(-1)"") /3.

Induktion ger det onskade resultatet. Bevisen for (3,1 och (3,2 &r
analoga.

Kommentar: Ett algebraiskt bevis ges i 16sningen till uppgift 3.5 i Cameron pa
kursbokens hemsida.



0.17. For givet n > 2 &ar det sista talet 2n hopparat med antingen 2n — 1 eller
2n — 2:

e 2n &r hopparat med 2n — 1. Vi far en tillaten hopparning av 1,...,2n —2
om vi plockar bort 2n — 1 och 2n. Det finns a,,_; sadana hopparningar.

e 2n &r hopparat med 2n — 2. 2n — 1 maste da vara hopparat med 2n — 3, ty
2n — 1 kan bara paras ihop med 2n — 3, 2n—2 och 2n, och 2n —2 och 2n &r
redan hopparade med varandra. Plockar vi bort 2n — 3, 2n —2, 2n — 1 och
2n far vi en tillaten hopparning av 1,...,2n — 4. Det finns a,,_s sadana
hopparningar.

Summerar vi far vi att a,, = ap—1 + Gn_o.



0.18. Vi anviinder samma metod som i foregaende uppgift. For givet n > 3 &r
det sista talet 2n hopparat med antingen 2n — 1, 2n — 2 eller 2n — 3.

e 2n &r hopparat med 2n — 1. Med samma resonemang som i féregaende
uppgift kommer vi fram till att det finns a,—; hopparningar med denna
egenskap.

e 2n ar hopparat med 2n — 2. Vi ser att 2n — 1 ar hopparat med antingen
2n — 3 eller 2n — 4.

— 2n —1 &r hopparat med 2n — 3. Plockar vi bort 2n —3, 2n—2,2n—1
och 2n far vi en tillaten hopparning av 1,...,2n — 4. Det finns a,_2
sadana hopparningar.

— 2n — 1 &r hopparat med 2n — 4. Lat b,, vara antalet hopparningar
med denna egenskap. Vi aterkommer till b,, senare.

e 2n dr hopparat med 2n — 3. Den hir gangen dr 2n — 1 hopparat med
antingen 2n — 2 eller 2n — 4.

— 2n —1 &r hopparat med 2n — 2. Plockar vi bort 2n —3, 2n—2,2n—1
och 2n far vi en tillaten hopparning av 1,...,2n — 4. Det finns a,,_2
sadana hopparningar.

— 2n — 1 ar hopparat med 2n — 4. Da maste 2n — 2 vara hopparat med
2n —5, ty 2n —4, 2n — 3, 2n — 1 och 2n ar redan hopparade. Plockar
vi bort 2n —5,...,2n far vi en tillaten hopparning av 1,...,2n — 6.
Det finns a,, 3 sadana hopparningar.

Vi drar slutsatsen att
Qp = Ap—1 + 20%,2 + an—3+ bn (1)

Vi maste nu analysera b,,. Om vi plockar bort 2n—4, 2n—2, 2n—1 och 2n ser
vi att b,, ar antalet tillatna hopparningar av talen 1,2,...,2n—6,2n—5,2n— 3.
Vart mal ar att hitta ett rekursivt uttryck for b,, genom att studera talet 2n — 3.
Detta tal kan bara paras ihop med 2n — 5 och 2n — 6.

e 2n — 3 ar hopparat med 2n — 5. Det finns uppenbarligen a,_3 sadana
hopparningar.

e 2n — 3 ar hopparat med 2n — 6. Tar vi bort 2n — 3 och 2n — 6 aterstar
1,2,3,...,2n — 8,2n — 7,2n — 5, vilket ger b,,—; hopparningar.

Vi sluter oss till att b, = b,—1 + a,—3, det vill saga
bn,1 = bn — Ap—3. (2)

Om vi skiftar alla index ett steg i ekvationen (1) och anvénder ekvationen (2)
far vi att

Gp—1 = Gp—2 + 2(1”,3 +an—q+ bnfl =0p—2+ap—3+apn—q+ bn
Los nu ut b, ur denna ekvation och stoppa in i (1); detta ger

ap = Qp-1-+ 2(1”,2 +an—3+ bn
ap—1+ 2an—2 + an—3+an_1 — (an—Q + Gn-3 + an—4)

= 2ap-1+ap-2 — Gn-4.



0O.19.

(a) Lat k > 1. For varje givet ¢ mellan 1 och n, studera de foljder (b, ..., bk)
som har egenskapen att by = ¢. Dessa foljder har egenskapen att

1<b <bp <o < b1 <

vilket innebér att det finns a; 1 sadana foljder. Slutsatsen ar att

n
Qn,k = E Qi—1,k—1-
i=1

Summerar vi 6ver k far vi att

n

k k

A (x) = E o =an,o+g E Qi jg—1T
k>0 k>1i=1

n

= 1+1‘izaiﬁk,1$kil :1+SCZA1(£L')

i=1k>1 i=1

(b) Anvénd induktion 6ver n. Basfallet n = 1 6verlats till lasaren. For n > 2

far vi att
n—1 n—1 1
A=z~ e
1—x)n 1—x
=
- 1t P
- S e I C R T

Division med 1 — = ger den 6nskade identiteten.



0.20. Lat ¢,, vara antalet icke-skirande hopparningar av 1,...,2n. Lat n > 1.
For en given hopparning, lat k vara sadant att 2n &r hopparad med k; vi har
att 1 < k < 2n — 1. Villkoret att inga linjestycken far korsa varandra innebér
att punkterna 1,2,...,k — 1 maste vara hopparade med varandra, och analogt
for punkterna k+1,k+2,...,2n—1. I synnerhet &r k — 1 och 2n — 1 — k jamna,
det vill sdga k ar udda och alltsa pa formen k = 2i 4+ 1 for nagot i sadant att
0 <7 < n—1. Det finns nu ¢; hopparningar av punkterna 1,2,...,2i och ¢,,—;—1
hopparningar av punkterna 2i 4+ 2,2:+ 3,...,2n — 1, forutsatt att vi definierar
co = 1. Summerar vi 6ver ¢ far vi ekvationen

n—1
Cn = E CiCp—i—1-
=0

Eftersom ¢y = 1 kan vi dra slutsatsen att ¢, ar det n:te Catalantalet C,,.

0.21. Lat ¢, vara det sokta antalet sitt. Vi anvéinder ledningen: Fér en given
svit partier, 1at k£ > 1 vara minimalt sadant att A och B har vunnit precis lika
manga partier efter 2k omgangar. Fran omgang 1 till omgang 2k — 1 har A hela
tiden en ledning med minst ett parti. Om vi bortser fran den forsta omgangen,
som A nédvéndigtvis vinner, kommer A darmed att ha vunnit minst lika manga
partier som B fran omgang 2 till omgang 2k — 1. Det finns c¢x_1 mojliga séatt
detta kan ske pa. Eftersom stéllningen ar lika efter 2k omgangar kommer A att
ha vunnit minst lika manga partier som B fran omgang 2k + 1 till omgang 2n.
Det finns ¢,,_j sétt detta kan ske pa. Mdéjliga varden pa k ar 1,...,n, vilket ger
rekursionen

n n—1
Cp = E Ck—1Cn—k = E CkCn—1-
k=1 k=0

Precis som i féregaende uppgift kan vi nu dra slutsatsen att ¢, ar lika med det
n:te Catalantalet.



