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O (")vningsuppgifter

These extra exercises are in Swedish. If you have trouble understanding please
contact the course leader Svante.

0.1 Minimalt uppspannande trad i gittergraf

I gittergrafen G, (se Notes 3), ge alla horisontella (vagrédta) kanter vikten 1
och alla vertikala (lodrata) kanter vikten 2. Berékna totalvikten pa ett minimalt
uppspannande trad i Gy .

Svarighetsgrad: D

0.2 Minimalt uppspannande trad i hyperkub

Lat n > 1, och lat H, ha som horn alla bindra ord av langd n. Tva horn &ar
sammanbundna om och endast om de skiljer sig at pa exakt en position. Detta
innebéar att H, har formen av en n-dimensionell hyperkub. Se Figur 1 for fallet
n = 3, da vi far den 3-dimensionella kuben. Definiera kantvikter genom att
ge vikten k till varje kant som gar mellan tva bindra ord som skiljer sig at pa
position k (rdknat fran vénster). Visa att ett minimalt uppspannande tréd har
totalvikten 2"+! —n — 2,
Ledning: Anvénd induktion over n.
Svarighetsgrad: B-C
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Figur 1: Grafen Hs med kantvikter som i uppgift O.2.



0.3 Unikt minimalt uppspannande trad

Lat G = (V, E) vara en sammanhéngande graf med reellviarda kantvikter {w(e) :
e € E'} sadana att det inte finns tva kanter med exakt samma vikt. Vi har alltsa
att w(e) # w(e’) om e # €.

(a) Visa att G har ett unikt minimalt uppspannande trad.

Ledning: Studera tva uppspannande trad T och U. Lat e vara minimal
med avseende pa vikt sadan att e bara finns med i ett av traden, sig T'.
Visa att U + e innehaller ett uppspénnande trid med ldgre vikt &n U.

(b) Visa att foljande tva egenskaper hos ett uppspannande trad i G ar ekvi-
valenta:
— T ar det minimala uppspénnande tradet i G.
— Varje kant e i G som ej tillhor T" har maximal vikt bland de kanter

som ingar i den unika cykeln i T+ e.

Svarighetsgrad: A-B

0.4 Hamiltoncykler i bipartita grafer

Lat G vara en bipartit graf. Det finns med andra ord en partition {A, B} av
G':s hornméngd sadan att alla kanter i G har en d&ndpunkt i A och en &ndpunkt
i B. Anta att G har en Hamiltoncykel. Visa att |A| = |B).

Svarighetsgrad: E

0.5 Hamiltoncykler i gittergrafer

(a) Hitta en Hamiltoncykel i var och en av gittergraferna G4 och G5 (se
Notes 3).

(b) Anta att r och k bada &r udda. Visa att G, inte innehaller nagon Hamil-
toncykel.

Svarighetsgrad: (a): E, (b): C

0.6 Hamiltoncykler och perfekta matchningar

En perfekt matchning i en graf med 2m hoérn ar en mangd M bestaende av m
kanter sadana att varje horn i grafen finns med i exakt en kant i M.

(a) Anta att G ar en graf med 2m horn sadan att G innehaller en Hamilton-
cykel. Visa att man kan hitta tva perfekta matchningar M; och Ms i G
sadana att My N My = () (det vill siga ingen kant finns med i bade M;
och Ms).

(b) Anta nu att G innehaller en Hamiltoncykel och att varje horn i G har exakt
tre grannar. Visa att det finns en partition { My, Ma, M3} av kantméngden
i G sadan att My, Ms, M3 alla ar perfekta matchningar.

(c) For grafen i Figur 2, hitta en partition {M;, Ma, M3} av kantméngden
sadan att My, Ms, M3 alla &r perfekta matchningar.

Svarighetsgrad: (a): D, (b): C, (b): C



Figur 2: Grafen i uppgift 0.6 (c).

0.7 Grafer med Hamiltonstig men utan Hamiltoncykler

Lat G vara en graf pa hornméngden {1,...,n}. Anta att G har en kant mellan
iochi+1for1l <i<n-—1. Detta innebédr att G innehaller Hamiltonstigen
(1,2,3,...,n). Anta vidare att G inte har nagon Hamiltoncykel.

(a) Visa att det inte finns nagot horn 4, 3 < i < n— 1, sadant att bade kanten
(1,4) och kanten (¢ — 1,n) finns med i G.

(b) Visa att det inte finns horn i och j, 2 < i < j < n—1, sadana att kanterna
(1,4), (4,n) och (i — 1,7 + 1) alla finns med i G.

(c) Visa att det inte finns horn ¢ och j, 2 < i < j < n—1, sadana att kanterna
(1,4), (i,n) och (i — 1,5 — 1) alla finns med i G.

Ledning: Rital Svarighetsgrad: D

0.8 Gasledningar

I Figur 3 illustreras ett nétverk av gasledningar mellan tva lander S och T'; varje
lednings kapacitet anges i hundratals miljoner kubikmeter gas per vecka. Alla
ledningar kan anvéndas i bada riktningarna.

(a) Ange ett maximalt flode i ndtverket, och visa att flodet &r maximalt.

(b) For att tacka sina framtida behov pa 800 miljoner kubikmeter importerad
gas per vecka trycker landet T pa for en ny ledning mellan linderna A
och B. Vilken kapacitet behévs pa denna nya ledning for att uppna det
onskade flodet?

Svarighetsgrad: E

0.9 Fléden i niitverk med flera sinkor

I denna uppgift far du anvanda dig av att det finns en kdnd metod for att
berdkna ett maximalt flode i ett ndtverk med exakt en kalla och exakt en sanka.

(a) Lat D vara ett natverk med en killa s och flera sénkor t1,...,¢,, alla
skilda fran s. Med ett flode i D menar vi ett flode med nettoflode 0 i
alla horn v ¢ {s,t1,...,t.}, och storleken pa flodet &r nettoflodet ut ur s.
Ange en metod for att bestimma ett maximalt flode i D.



Figur 3: Nitverket i uppgift O.8.

(b) For givna ickenegativa parametrar p1, ..., p,, ange en metod for att hitta
ett flode med egenskapen att nettoflodet till ¢; ar exakt p; for 1 < i < r,
under forutsattning att ett sadant flode existerar.

Svarighetsgrad: C

0.10 Maximala fldden med olika riktningar mellan tva
givna horn

Syftet med denna uppgift ar att visa att det kan finnas tva hérn a och b i ett
nitverk med egenskapen att tecknet pa f(a,b) beror pa valet av maximalt flode
f (och alltsa inte ar entydigt bestdmt av kanternas kapacitet). Med f(a,b)
menas har flodet fran a till b langs en kant de delar. Om flédet gar at andra
hallet sa blir alltsa f(a,b) negativ.

(a) Lat D vara definierad som i Figur 4. Visa att det finns tre maximala
floden f1, f2 och f3 sadana att fi(a,b) > 0, fa(a,b) =0 och f3(a,b) < 0.

Ledning: Hitta forst ett maximalt flode, och utga sedan fran detta flode
for att konstruera floden med de 6nskade egenskaperna.

(b) Konstruera ett nitverk av storlek tva med bara fyra horn s, ¢, @ och b
sadant att det finns tre maximala fléden fi, f2 och f3 sadana att f1(a,b) >
0, fa(a,b) =0 och f3(a,b) < 0. Som vanligt &r s kéllan och ¢ sdnkan.

Svarighetsgrad: (a): C, (b): B

0.11 Konstruktion av bipartit graf med flodesalgoritm

Lat A = {a1,...,an} och B = {b1,...,by} vara tva mangder av hérn, och lat
€1,...,Ccp 0Ch dy,...,d,, vara ickenegativa heltal sadana att

n m
E C; = E dj.
i=1 j=1

Man vill bilda en bipartit graf med kanter fran hérnen i A till hornen i B sa
att hornet a; har exakt ¢; grannar i B for alla ¢ och sa att hornet b; har exakt
d; grannar i A for alla j. Formulera detta problem som problemet att hitta ett
maximalt flode i ett natverk, och ange vilka egenskaper detta flode maste ha
for att vi ska fa en bipartit graf med 6nskade egenskaper. (Du behover bara
formulera problemet, inte 16sa det.)

Svarighetsgrad: B-C



Figur 4: Néatverket i uppgift 0.10.

0.12 Knesergrafer

Lat n > 2k. Bilda en graf H,, ; med ett horn for varje delméngd till {1,...,n}
av storlek k och med en kant mellan tva hérn A och B om och endast om A och
B ar disjunkta. H, j ar en sa kallad Knesergraf. Se Figur 5 for Knesergrafen
Hs 5, aven kallad Petersengrafen.
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Figur 5: Petersengrafen Hs s, den mest vilkdnda Knesergrafen. Vi skriver ab
for att beteckna hornet {a,b}.

(a) Visa att varje horn i H, ; har (".*) grannar.
(b) Lat (A, B,C) vara en stig i H, . Visa att

|A\ C| < n — 2k.

(¢) Mer allmént, lat (Aq, Ag, ..., Agiy1) vara en stig i Hy i, ddr ¢ > 1. Visa
att
|A1 \A2i+1| S ’L(?’L - 2]{?)

Dra slutsatsen att det inte finns nagon cykel av udda lingd i H, , vars

langd understiger —5-.



Ledning: Anvand foljande olikhet for dndliga méngder:

X\ Z] < [X\Y[+ Y\ Z].

Svarighetsgrad: (a): E, (b): E, (c): A-B



Losningsforslag till ovningsuppgifter, del 3

0.1. Méngden av kanter med vikt 1 innehaller inga cykler, vilket innebér att
det finns ett uppspéannande triad som innehaller samtliga kanter med vikt 1. Det
finns r(k — 1) sadana kanter. Eftersom ett trid pa rk horn innehaller rk — 1
kanter behover vi ytterligare (rk — 1) — r(k — 1) = r — 1 kanter for att fa ett
uppspannande trad. Dessa kanter har alla vikt 2, vilket innebar att totalvikten
pa ett minimalt uppspannande trad ar

1ortk—1)+2-(r—1)=rk+r—2.

0.2. For n =1 har vi en graf med tva horn 0 och 1 och en kant med vikten 1.
Det enda uppspannande tréadet har uppenbarligen vikten 1.

Lat n > 2 och anvénd induktion. For ¢ = 0,1, lat H,, ; vara den inducerade
delgrafen av H,, bestaende av alla hérn som slutar med i. Observera att vi kan
identifiera H, ; med H,_;; identifiera hornet b1bs...b,—1¢ i Hy ; med hornet
biba...bp—1 1 Hyp—1. I synnerhet har ett minimalt uppspannande trad i H, ;
samma vikt som ett minimalt uppspannande trad i H,,_;. Induktion ger att
denna vikt ar lika med

2"—(n—-1)—-2=2"—-n-1.

Den giriga algoritmen (greedy algorithm) ger att ett minimalt uppspéannande
trad i H,, har minsta mojliga antal kanter med maximal vikt n. Plockar vi bort
alla kanter med vikt n fran H,, far vi en graf bestande av tva sammanhéngande
komponenter som #r precis H, o och H, ;. Vi far alltsd ett minimalt upp-
spannande trad i H, genom att forst valja ett minimalt uppspannande trad i
var och en av graferna H,, o och H, 1 och sedan légga till en enda kant med vikt
n som sammanbinder dessa bada grafer. Totalvikten for ett sadant trad blir

22" —n—1)+n=2""-2m-24n=2""—pn-2
0.3.

(a) Lat T och U vara tva olika uppspénnande trad i G. Vi vill visa att
hogst ett av dessa trdd &r minimalt. Detta medfor att det finns ett unikt
minimalt uppspénnande trad i G.

Sortera kanterna i 7' och U i véxande ordning med avseende pa vikten
som (eq,...,e,—1) respektive (f1,..., fn—1). Lat k vara minimalt sadant
att ep # fr. Vi kan anta att w(er) < w(fy); fallet da w(fi) < w(ex)
ar analogt. Studera grafen U + ei. I denna graf finns en unik cykel som
innehaller kanten e;. Denna cykel maste innehalla nagon kant f; sddan att
j > k, ty kantméngden {f1,..., fs—1,er} = {e1,...,ex—1,€er} innehaller
ingen cykel; T &r ett trad. I synnerhet har vi att w(ex) < w(f;). Plockar
vi bort f; fran U + e; far vi ett uppspénnande trdd U’ vars totalvikt
ar strikt lagre an totalvikten pa tradet U. Slutsatsen ar att U inte ar
minimalt.

(b) For den ena riktningen, anta att det finns en kant e i G\ T sadan att den
unika cykeln i T + e innehaller en kant f sadan att w(e) < w(f). Da &r



0.4.

(T +e) — f ett uppspannande trad till G med lagre totalvikt &n T'. Alltsa
ar T inte minimalt.

For den andra riktningen, anta att 7' inte dr minimalt. Lat U vara ett
minimalt uppspénnande trad i G. (Enligt (a) & U unikt.) Precis som i
16sningen till (a) sorterar vi kanterna i 7' och U i vixande ordning med
avseende pa vikten som (eq,...,e,—1) respektive (f1,..., fn-1). Lat k
vara minimalt sadant att e, # fi. Enligt 16sningen till (a) kan vi inte ha
att w(exr) < w(fk), ty detta skulle innebéra att U inte &r minimalt. Alltsa
ar w(er) > w(fr). Den unika cykeln i T + fi kan inte enbart besta av
kanter fran méngden {e,...,ex—1, fx} = {f1,---, fe—1, [}, ty detta &r
en delméngd till kantméngden till U. Alltsa innehaller cykeln en kant e;
sadan att j > k. Eftersom w(e;) > w(ex) > w(fx) drar vi slutsatsen att
fr inte har maximal vikt i den unika cykeln i T' + fj.

Lat (v1,v2,...,v,) vara en Hamiltoncykel. Eftersom varje kant samman-

binder ett horn fran A och ett horn fran B kommer vartannat horn att tillhora A
och vartannat horn att tillhéra B. Om v, tillhér A kommer alltsa alla v; sadana
att ¢ 4r udda att tillhéra A och alla Gvriga horn att tillhora B. Dessutom har
vi en kant mellan v; och v,, vilket innebér att v, tillhor B om vy tillhoér A. I
synnerhet &r n jimnt, och |A| = [B| =n/2.

0.5.
(a)

(b)

0.6.
(a)

Se Figur 6 for exempel pa Hamiltoncykler i G4 och Gs¢. (Det finns
forstas manga andra mojligheter.)

Notera att G, ar bipartit. Detta ser man direkt om man placerar grafen
pa ett schackbride som i Figur 7; varje kant gar mellan en gra och en
vit ruta. Néar r och k ar udda ar dven rk udda. I synnerhet har vi ett
udda antal hérn i G, i, vilket innebér att antalet gra rutor inte ar lika
med antalet vita rutor. Enligt foregaende uppgift innebéar detta att det
inte finns nagon Hamiltoncykel i G, .

Figur 6: Hamiltoncykler i G4 ¢ (till vénster) och G5 (till hoger).

Lat (v1,...,v2y,) vara en Hamiltoncykel i G. Da utgor kantméngderna

Ml = {(’01702)? (’U3,’U4), IR (02m71702m)}

och
My = {(v2,v3), (va,05), . . ., (Vam—2, V2m—1, (V2m, V1) }



Figur 7: Gittergrafen G5 ritad pa ett schackbride.

perfekta matchningar i G, och de tva méngderna har inga gemensamma
kanter.

(b) Lat &n en gang (vy, ..., v2m,) vara en Hamiltoncykel i G. Definiera kant-
méngderna M; och My precis som i (a), och lat Mz vara méangden av
kanter i G som inte finns med i vare sig M; eller My. Vi har att M3 ar en
perfekt matchning. For varje horn i G finns det namligen exakt tre kanter
i G som innehaller hérnet. Eftersom precis en av dessa kanter ar med i
M och precis en dr med i Ms aterstar precis en kant som ar med i Mj.
Detta ar ekvivalent med att M3 ar en perfekt matchning.

(c) Vi l6ser problemet genom att anvinda metoden i (b). Forst hittar vi en
Hamiltoncykel i grafen; se bilden till vanster i Figur 8. Denna Hamilton-
cykel kan vi sedan dela upp i tva perfekta matchningar M; och Ms, och
de kanter som ej ar med i cykeln bildar en tredje matchning Ms. I bilden
till hoger i Figur 8 har vi markerat M7 med tjocka svarta kanter, Ms med
tjocka graa kanter och M3 med tunna svarta kanter.

Figur 8: Till vanster en Hamiltoncykel i grafen i uppgift 0.6 (c). Till hoger en
uppdelning av kanterna i tre perfekta matchningar.

0.7. Lat P vara Hamiltonstigen (1,2,3,...,n).

(a) Om (1,4) och (i —1,n) fanns med i G skulle vi fa en Hamiltoncykel genom
att ga framat i P fran 1 till ¢ — 1, hoppa fran ¢ — 1 till n, ga baklinges i P
fran n till 4 och hoppa tillbaka fran i till 1. Se den forsta bilden i Figur 9
for en illustration.



(b)

0.8.

(a)

0.9.

Den hér gangen skulle vi fa en Hamiltoncykel genom att ga framat i P
fran 1 till 4 — 1, hoppa fran ¢ — 1 till j 4+ 1, ga framat i P fran j + 1 till n,
hoppa fran n till j, ga bakat i P fran j till ¢ och hoppa tillbaka fran i till
1. Se den andra bilden i Figur 9 for en illustration.

Har skulle vi fa en Hamiltoncykel genom att ga framat i P fran 1 till i —1,
hoppa fran ¢ — 1 till j — 1, ga bakat fran 5 — 1 till 4, hoppa fran i till n, ga
bakat fran n till 7 och hoppa tillbaka fran j till 1. Se den tredje bilden i
Figur 9 for en illustration.

1—1 v 3 g+1 n

Figur 9: TBD uppgift O.7.

I Figur 10 har vi markerat ett maximalt fléde och i vilka riktningar de olika
kanterna anvinds. Beteckningen a/b vid en given kant betyder att flodet
genom kanten &r a och att kapaciteten &dr b (uttryckt i enheten hundra
miljoner kubikmeter per vecka). Virdet pa flodet fran S till T’ ar som synes
6. Att flodet 4r maximalt kan man se genom att studera snittet av kanter
som skiljer landerna B och T fran de fyra andra landerna. Detta snitt har
uppenbarligen viardet 6 och utnyttjas maximalt. Detsamma géller snittet
som skiljer landerna S och A fran de fyra 6vriga landerna.

For att uppna ett flode pa 8 (uttryckt i enheten hundra miljoner kubik-
meter per vecka) behover man 6ka totalflodet fran S till T med 2. Som
man kan se i Figur 10 finns det utrymme att 6ka flédet saval fran S till
A som fran B till T' med just denna mangd. Ledningen fran A till B ska
alltsa ha kapaciteten 2 for att tillgodose T":s behov.

Bilda ett nytt natverk D’ genom att liagga till ett nytt hérn ¢ och dra
en riktad kant fran ¢; till ¢ for 1 < ¢ < r. Ge kanten (t;,t) sd pass hog
kapacitet att den Gverstiger den totala kapaciteten in i ¢; (alltsa i praktiken
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Figur 10: Nitverket i uppgift O.8.

obegrénsad kapacitet). Vi vet hur man bestdmmer ett maximalt fléde i
D’ med kélla s och sénka t.

For ett flode f/ 1 D' far vi ett fléde f 1 D genom att plocka bort de tillagda
kanterna. Omvént kan vi utvidga ett fléde f 1 D till ett flode f' i D’ genom
att definiera f’(t;,t) att vara nettoflddet in i ¢;. Detta ger en bijektion
mellan floden i D och fléden i D’, och uppenbarligen bevaras storleken
under denna bijektion, ty storleken ges av flédet ut ur s.

For att sammanfatta bestimmer vi att maximalt flode i D genom att forst
bestamma ett maximalt flode i D’ med kalla s och sénka ¢ pa sedvanligt
vis och sedan plocka bort de tillagda kanterna.

Gor precis som i (a), men definiera kapaciteten for (¢;,t) i D’ att vara
pi. Med hjélp av bijektionen i (a) mellan fldden i D och D’ ser vi att vi
har ett fldde i D med 6nskade egenskaper precis da motsvarande flode i D’
utnyttjar kapaciteten i kanten (¢;,¢) maximalt f6r 1 < i < r. Detta innebéar
att vart problem &r 16sbart om och endast om det finns ett maximalt flode
i D’ av storlek Y!_, p;.

O.10.

(a)

Vi hittar forst ett godtyckligt maximalt flode f, siag det langst till vanster
i Figur 11. Att flédet &r maximalt inses genom att notera att storleken pa
flodet ar 9, vilket ar lika med storleken pa snittet bestaende av kanterna
som utgar fran s och dven storleken pa snittet bestaende av kanterna som
gar in i t. Eftersom f(a,b) = 4+1 > 0 kan vi vélja f; = f.

Vi vill nu hitta fs och f3. Notera att varje maximalt flode utnyttjar ka-
paciteten hos kanterna vid s och ¢t maximalt. Var enda frihet a&r ddrmed
flodet genom kanterna mellan hérnen a, b och c¢. Vi illustrerar detta
delndtverk i den andra bilden fran vénster i Figur 11. I ett maximalt
flode ar flodet in i ¢ fran s lika med 4 och flédet ut ur ¢ till ¢ lika med
2. Det totala nettoflodet fran c till @ och b i delndtverket ar alltsa +2.
Pa samma sétt far vi att det totala nettoflodet fran a till b och ¢ &r —1,
liksom det totala nettoflodet fran b till @ och ¢. Vi kan dérmed definiera
f2 och f3 som i den tredje respektive fjarde bilden i Figur 11.

Se Figur 12 for ett natverk med onskade egenskaper. Vi overlater till
lasaren att hitta tre maximala fléden f1, fo och f3 sidana att fi(a,b) > 0,
fg(a, b) =0 och fg(a, b) < 0.



A 1

Figur 11: Langst till viinster ett maximalt flode f; i uppgift 0.10 (a) sadant att
fi(a,b) > 0. Tvaa fran vénster det delndtverk som erhalls om vi tar bort kéllan
och sénkan. Till héger floden fa och f3 sadana att fao(a,b) = 0 och f3(a,b) < 0.

Figur 12: Exempel pa ett nitverk med egenskaper som i uppgift 0.10 (b).

0.11. Definiera ett nitverk med hérnméngd {s,t} U A U B pa foljande vis:
Dra en riktad kant fran varje hérn i A till varje hérn i B, och ge denna kant
kapaciteten 1. Dra &ven en riktad kant fran s till vart och ett av hornen i A,
och ge kanten fran s till a; vikten ¢;. Dra slutligen en riktad kant fran vart och
ett av hornen i B till ¢, och ge kanten fran b; till ¢ kapaciteten d;. Problemet
att konstruera en bipartit graf med onskade egenskaper ar ekvivalent med att
hitta ett maximalt fléde i detta nétverk sadant att alla kanter ut ur s och in i ¢
utnyttjas maximalt.

(Se 18.1.4 (Gale-Rysers sats) i Cameron om du vill férdjupa dig i det har
problemet.)

0O.12.

(a) Studera ett horn A i Hy, . Per definition &r A en delméngd till {1,...,n}
med k element. Ett annat hérn B dr granne med A om och endast om
B ar en delméngd till X = {1,...,n} \ A med k element. Eftersom X
innehaller n — k element finns det (";k) sadana horn.

(b) Eftersom B och AU C é&r disjunkta och |A| = |B| = |C| = k maste vi ha
att
[A\NC|=|AUC|—|C| < (n—|B])—k=n-—2k.



(¢) Anvénd induktion &ver i. For ¢ = 1 far vi olikheten som vi visade i (c).
Anta att ¢ > 2, och anvénd induktion. Genom att anvinda ledningen till
uppgiften med X = Ay, Y = Ag;_1 och Z = Ag;41 erhaller vi att

|A1 \ A2i+1| S |A1 \ A2i71| + |A2i71 \A2i+1|-

Induktion ger att A1\ Ag;—1| < (i—1)(n—2k) och |Ag;—1\ Agit1] < n—2k,
vilket kombinerat med ovanstaende medfor att

|41\ Agit1] = JA1L\ Agic1| + |[A2i—1 \ A2ipa]-

< (i—1)(n—2k)+ (n—2k)=1i(n—2k).
Anta nu att (A41,..., A2;41) ar en cykel. Detta innebér att Ay och Ag;yq
ar disjunkta, vilket medfor att |A; \ Agir1| = |A1] = k. Instoppat i
ovanstaende olikhet far vi att

kE<iln—2k)<—=i> = 2i+1>

n — 2k n—2k

Alltsa innehaller cykeln minst —5- element.



