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O (")vningsuppgifter

These supplementary exercises are unfortunately still in Swedish. You are wel-
come to ask questions (to Svante) if there is something you don’t understand.

0.1 Cykliska binara foljder, del 1

Lat n > 1, och betrakta tva binéra foljder av langd n som ekvivalenta om den
ena kan erhallas fran den andra via en rotation; se Exempel 1 i avsnitt 3 i
Notes 4. Berikna antalet banor (ekvivalensklasser) av foljder med exakt k ettor
i féljande fall:

(a) (n,k)=(8,4).
(b) (n,k) = (9,6).
(¢) Godtyckligt par (n, k) sadant 1 < k < n och ged(n, k) = 1.

Svarighetsgrad: D

0.2 Par av horn i en kvadrat med fyra lov

Den dihedrala gruppen Dy verkar pa grafen H i Figur O.2 genom rotation och
spegling. Lat X vara méngden av 2-fargningar av H som uppfyller foljande
villkor:

e FExakt tva horn har fargen 1, och dessa tva horn dr inte sammanbundna.

(Detta innebér att de tva hornen med fargen 1 utgor en oberoende méngd;
se 6vningsuppgift 20 i héaftet till del III.) Berdkna antalet banor av tillatna
fargningar.

Svarighetsgrad: C

0.3 Kantfargningar av kuben, del 1

T avsnitt 2 av Notes 4 beskrev vi hur rotationer av kuben ger upphov till grupper
av permutationer dels av kubens atta horn och dels av kubens sex sidor. I denna
uppgift betraktar vi motsvarande grupp av permutationer av kubens tolv kanter.



Figur 1: Grafen H i uppgift 0.2.

(a) Ange cykelstrukturen for de 24 gruppelementen med avseende pa hur de
verkar pa de tolv kanterna.

(b) Tva fargningar av kanterna &r ekvivalenta om den ena firgningen kan
Overforas i den andra via en rotation av kuben. For r > 1, anvind Burn-
sides lemma for att berdkna antalet banor av fargningar av kanterna med
fargerna {1,...,r}. Vad blir antalet fér » = 2? Vi har inga restriktioner
angaende fargningen av intilliggande kanter.

Svarighetsgrad: B

0.4 Samband mellan firgningar och urvalsproblem

Visa att vi har bijektioner mellan foljande par:

(@)  —

(b) -

(© -

d) -

Markta r-fargningar av den kompletta grafen K.

Foljder av ldngd n utan upprepning med element fran en méngd med
r element.

Omarkta r-fargningar av den kompletta grafen K,.

Delméngder av storlek n till en mangd med r element.

Markta r-fargningar av den tomma grafen O,,.

Foljder av langd n med element fran en méngd med r element (upp-
repning ar tillaten).

Omarkta r-fargningar av den tomma grafen O,,.

Multiméngder av storlek n 6ver en miangd med r element.

(Se avsnitt 1 i hafte I {6r detaljer om de fyra olika typerna av foljder.)

Svarighetsgrad: D

0.5 Omirkta firgningar av tomma grafer

Anvind (d) i uppgift O.4 for att visa att

1 n+r—1
il y(m) —
L= (),

" weS,



dér () ar lika med antalet cykler i cykeluppdelningen for 7. (Koefficienterna
i polynomet > (™) dr absolutbeloppen av Stirlingtalen av forsta slaget.)

Svarighetsgrad: D
0.6 Cykliska binara foljder, del 2

Anvand samma beteckningar som i uppgift 0.1 och Exempel 1 i avsnitt 4 i
Notes 4. For 0 < k < n, berdkna antalet banor av féljder med exakt k ettor i
féljande fall:

(a) n=S8.
(b) n=09.
(¢) n godtyckligt primtal.

Svarighetsgrad: C

0.7 Kantfargningar av kuben, del 2

Anvind samma beteckningar som i uppgift 0.3. For 0 < k < 12, beriikna
antalet ekvivalensklasser av 2-fargningar av de tolv kanterna i kuben sadana att
exakt k kanter far fargen 1.

Svarighetsgrad: B
0.8 Matriser under gruppverkan, del 1

Betrakta tva m xn-matriser A och B som ekvivalenta om man kan erhalla B fran
A genom att kasta om ordningen pa raderna och pa kolonnerna. Observera att vi
kan identifiera en binér m x n-matris med en fargning av méngden {1,...,m} x
{1,...,n}; se avsnitt 2 i Notes 4.

(a) Anvand en direkt metod for att berdkna antalet ekvivalensklasser av
bindra 2 x 3-matriser med k ettor for 0 < k < 6.

(b) Ange en gruppverkan vars banor svarar mot ekvivalensklasserna.
(c) Los uppgift (a) med hjilp av cykelindexsatsen.
Svarighetsgrad: (a): E, (b): B, (c): B

0.9 Matriser under gruppverkan, del 2

Betrakta nu tva m x n-matriser A och B som ekvivalenta om man kan erhalla
B fran A genom att rotera raderna och kolonnerna cykliskt.

(a) Ange en gruppverkan vars banor svarar mot ekvivalensklasserna.
(b) Berikna antalet banor av binéra 3 x 4-matriser med k ettor for 0 < k < 12.

Svarighetsgrad: B



0.10 Tva cirkelskivor indelade i fem tartbitar

Tva cirkelskivor ar indelade i fem identiska tartbitar som i Figur 2. Vi kan rotera
var och en av cirkelskivorna med heltalsmultiplar av 360/5 grader, och vi kan
kombinera varje tdnkbar rotation med att byta plats pa de tva skivorna. Detta
ger en verkan pa de tva cirkelskivorna med en grupp G av storlek 225 = 50. For
0 < k <10, berdkna antalet ekvivalensklasser av méngder med k tartbitar, dér
tva méngder A och B betraktas som ekvivalenta om det finns ett gruppelement

som avbildar A pa B.
Svarighetsgrad: A

Figur 2: Tva cirkelskivor indelade i fem identiska tartbitar.



Losningsforslag till ovningsuppgifter, del IV

Obs! Preliminar version!

0.1. Vi anviinder oss av den formel som vi hirledde i avsnitt 3 av Notes 4,
néamligen att antalet banor av foljder av langd n med k ettor ges av

; 2 (& o)

dar vi summerar 6ver allar € {0, ...,n—1} sadana att k &r delbart med n/[n, r].
Precis som tidigare skriver vi [n,r] = ged(n, 7).

(a) (n,k) =(8,4). Vi har att k = 4 ar delbart med n/[n,r] = 8/[8,r] om och
endast om r ar jamnt. Det sOkta antalet ar alltsa

s (CRos) (o)~ Getos) * (o pos)
= 5(0) () () ()= =

(b) (n,k) = (9,6). Vihar att k = 6 ar delbart med n/[n,r] = 9/[9,r] om och
endast om r ar delbart med 3. Det sokta antalet ar alltsa

5 ((s- o) * (o 030) * (6-to.0))
= 5((0) () ()= =

(¢) [n,k] = 1. Vihar att k dr delbart med n/[n, r] om och endast om n = [n, 7],
ty [n,k] = 1. Den enda mdjligheten dr r = 0, vilket ger att det sokta

antalet ar ) [n 0] 1 /n
n (k : [nl 0]/n) T n (k)

Detta kan man &ven inse utan Burnsides lemma, ty varje bana innehéaller
exakt n foljder.

(Observera att vii (c) far ett bevis for att (7) ar delbart med k om [n, k] = 1.)

0.2. Vi l6ser problemet med Burnsides lemma (det &r forstas tillatet att
anvinda mer direkta metoder). Lat oss berdkna fix(g) for varje g € Dy.

o Identiteten (1 element). Detta element fixerar alla horn, vilket innebér att
fix(g) ar lika med antalet par av olika horn som inte &r sammanbundna.
Det finns sammanlagt (g) = 28 par av horn och 8 kanter, vilket innebar
att fix(g) = 28 — 8 = 20.

e Rotation £90° (2 element). I detta fall 4r g antingen (1234)(5678) eller
(1432)(5876). I en tillaten fargning maste antingen alla eller inga hérn i
varje cykel ha fargen 1. Vi far ddrmed att fix(g) = 0, ty vi kan inte fa en
hérnméangd av storlek 2.



e Rotation 180° (1 element). I detta fall 4r g = (13)(24)(57)(68). Observera
att hornen i varje cykel ej &r sammanbundna. Detta innebér att fix(g) = 4.

e Spegling i vagrat eller lodrat linje (2 element). Vi har da att g dr antingen
(12)(34)(56)(78) eller (14)(23)(58)(67). I bada fallen bestar precis tva av
cyklerna av horn som ej ar sammanbundna, vilket innebér att fix(g) = 2.

e Spegling i diagonal (2 element). I detta sista fall har vi att g 4r antingen
(13)(2)(4)(57)(6)(8) eller (24)(1)(3)(68)(5)(7). Studera det forsta fallet.
For att fa en tillaten fargning som fixeras av g kan vi vélja de tva elementen
med fargen 1 antingen fran en av 2-cyklerna eller fran tva av 1-cyklerna.
Det finns 2 + (3) = 8 sadana méjligheter. Dock utgér (2,6) och (4,8)
kanter, varfor vi maste rikna bort dessa tva mojligheter. Slutsatsen blir

att fix(g) = 6.
Summering ger att antalet banor ar lika med
1 1 40
— fi =-(1-20+2-04+1-44+2-242-6)= — =5.
i > fix(g) 2 ( +2:04+1:442:2+42:6) = 7

gEDy
0.3.
(a) Lat oss studera de fem olika typerna av rotation:

— Identiteten (1 element). Denna rotation fixerar alla kanter, vilket
innebér att cykelstrukturen ar 1'2.

— Rotation 180° runt z-, y- eller z-axeln (3 element). Eftersom vi
roterar ett halvt varv kommer vi tillbaka till utgangspunkten efter
tva rotationer. Varje cykel har alltsa langd 1 eller 2. Eftersom ingen
kant fixeras blir cykelstrukturen 26.

— Rotation +£90° runt -, y- eller z-axeln (6 element). I detta fall
bildar de fyra kanterna till sidan vid den givna axeln en cykel, de
fyra kanterna till den motstaende sidan en cykel och de 6vriga fyra
kanterna en cykel. Cykelstrukturen blir dirmed 43.

— Rotation 180° runt axeln e; £e;, ¢ < j (6 element). Rotationen sker
runt en linje som gar genom tva motstaende kanter. Dessa tva kanter
ar de enda som fixeras, vilka innebér att cykelstrukturen blir 2°12.

— Rotation +120° runt axeln e; & ea £ e3 (8 element). Denna rotation
sker runt en linje genom tva motstaende hérn. Ingen kant fixeras av
rotationen, utan vi far cykler av storlek 3. Cykelstrukturen blir 3%.

(b) For att kunna anvénda Burnsides lemma behover vi forst berdkna fix(g),
alltsa antalet fargningar som fixeras av g, for varje gruppelement g. Enligt
Lemma 3.1 i Notes 4 ges detta antal av r*, dir k &r antalet cykler i
cykeluppdelningen i g. Enligt (a) har vi ddrmed f6ljande tabell.

| Cykelstruktur | Antal g [ fix(g) |

1 12 1 T12
26 3 70
43 6 rs
2°17 6 r
34 8 rd




Burnsides lemma ger dédrmed att antalet banor av fargningar &r lika med

112 6 3 7 o P +6rt +3r® +8r 4 6)
24(r +3r+6r+6r—|—8r)— 7 .

I specialfallet 7 = 2 far vi att antalet banor ar lika med

22(2°+6-2"+3-2°48-2+46)  512+964+24+16+6
24 B 3

= 218.

0.4.
(a) Varje tillaten fargning ¢ : {1,...,n} — {1,...,r} av K,, ger upphov till

en foljd
(c(1),¢(2),...,¢(n))

utan upprepning, och varje sadan 6ljd av element fran méngden {1,...,r}
ger pa motsvarande sétt upphov till en tillaten fargning av K.

(b) Vi kan 16sa denna uppgift utan att anvéinda Sats ??. Notera forst att
en fargning av K, &r tillaten om och endast om alla m hérn far olika
farg. Automorfigruppen pa K, ar nu den symmetriska gruppen S,,. Detta
innebar att tva fargningar av K, ar ekvivalenta om och endast om exakt
samma uppsattning farger anvinds i de tva fargningarna. Vi sluter oss
till att antalet oméarkta fargningar med r farger &r lika med antalet satt
att vélja ut en méngd bestdende av n av de r fargerna.

(c) Varje fargning ¢ : {1,...,n} — {1,...,r} av O, ger upphov till en f5ljd
(c(1),¢(2), .., c(n)),

och varje sadan foljd av element fran {1,...,r} ger pd motsvarande sétt
upphov till en fargning av O,,.

(d) Vi kan resonera precis som i (b). Alla tdnkbara firgningar av O, &r
tillatna, och tva fargningar ar O,, ar ekvivalenta om och endast om varje
férg anvinds exakt lika manga ganger i de bada fargningarna. Slutsatsen
ar att antalet omérkta fargningar med r farger ar lika med antalet satt
att valja ut en multiméngd bestaende av n farger fran en méngd med r
farger.

0.5. Burnsides lemma ger att antalet oméarkta fargningar av O,, med r farger

ar lika med )
H Z ﬁX(ﬂ.)a
TESy

dar fix(m) &r lika med antalet firgningar som fixeras av 7. Lemma 3.1 i Notes
4 ger att fix(r) = r7(™). Enligt uppgift O.4 #r antalet omérkta fargningar lika
med antalet multimangder av storlek n 6ver en mangd av storlek r. Detta antal
ar ("Jr;*l), vilket avslutar beviset.

0.6. Lat aj, vara antalet banor av foljder med exakt k ettor. Vi anvénder oss
av den formel som vi hérledde i avsnitt 4 av Notes 4, namligen att

n—1

= 1
S apth = Z(Cpsl 4t 1 41") ==Y (14 ¢/ sedlnryecdnn,
k=0 n r=0



(a) n =8. Vi har att

ged(8,1) = ged(8,3) = ged(8,5) = ged(8,7) =1,
ged(8,2) = ged(8,6) = 2,
ged(8,4) =4,
ged(8,0) =8
Detta ger att
° 1
> ath = 5 A+ ) +2(1+ )2+ A+ ) + (1 +1)%)
k=0

= 14+¢t+42+72+ 1082 + 75 + 418 +¢7 + 8.

(b) n =9. Vi har att ged(9,r) = 1 for r € {1,2,4,5,7,8}, ged(9,r) = 3 for
r € {3,6} och ged(9,0) = 9. Detta ger att

9
1
> aptt = 5 (6(1+1t%) +2(1+ %)% + (1 +¢)?)
k=0

= 1+4t+4t2 + 1063 4+ 14t + 1465 + 105 + 467 + ¢ + ¢°.

(c) n ett primtal. Vi har att ged(n,r) =1 for 1 <r < n—1 och ged(n,0) = n.
Detta ger att

iaktk - %((n—l)(l+t”)+(1+t)")
k=0
“/n
= 1+tn+;H<k)tk'

0.7. Enligt 16sningen till uppgift 0.3 har vi att cykelindexet for gruppen ar
lika med

1
21 (5%2 + 355 + 655 + 65557 + 85%) .

Lat fi vara antalet banor med exakt k ettor. Cykelindexsatsen ger att talen fj
uppfyller identiteten

6
Z futt
k=0

1
= 5 (A+)2+31+)° +6(1+t")? +6(1+¢3)°(1+1)> +8(1+t%)").
En jobbig utrakning ger att detta ar lika med

1+t + 5t 4+ 13¢% + 27¢* 4 38t° + 48t° 4 38t + 27¢°

+13¢% 4 510 - ¢ 412,



0.8.

(a) Lat fi vara antalet banor av matriser med exakt k ettor. Direkt inspektion
ger att fo = f1 = fs = fe = 1. Vidare har vi att fo = f3 = f4 = 3. Nedan
anger vi en representant for varje ekvivalensklass; inom parentes till hoger
om representanten star antalet element i klassen. Observera for varje
fixerat k att summan av dessa antal ar lika med binomialkoefficienten (2)

. (1 1 0)<6) (1 0 0)(3’ (1 0 0)(6)
00 0 10 0 01 0

s (1 1 1)(2) (1 1 0)(12) (1 1 0)(6)
00 0 10 0 00 1

k4_<111)(6) <110>(3> (110)“”
L1 0 0 110 10 1

(b) Produktgruppen Ss x S5 ger en gruppverkan pa binéra 2 x 3-matriser; ett
gruppelement (g, h) avbildar matrisen M pa matrisen M’ med egenskapen
att

M; ;= MyGiy,n)-
Detta inser man genom att anvinda observationen att bindra 2 x 3-matriser
kan identifieras med 2-fargningar av méangden {1,2} x {1,2,3}. T paret
(g9,h) svarar g mot en omkastning av raderna, medan h svarar mot en
omkastning av kolonnerna.

(c) Sg x S5 bestar av tolv element, som vi kan dela in i sex olika klasser enligt

féljande:
| Cykelindex | Antal element | Beskrivning |
59 1 identiteten
s3 2 rotation av kolonnerna
s3s7 3 byte av tva kolonner
55 1 radbyte
S6 2 radbyte och rotation av kolonnerna
s5 3 radbyte och byte av tva kolonner

Vi far ddarmed att cykelindexet &r lika med

1
Z(S9 X S3;51,82,...,8) = 3 (89 + 253 + 35357 + 55 + 256 + 3s3) .

Cykelindexsatsen ger att antalet banor fi med k ettor uppfyller identiteten
6
S At = Z(Syx Syl 1487, 1+19)
k=0

= 11—2 (A+6)°+2(14+8%)2 +3(1+7)*(1+t)°
+ 1+ %) +2(1+ %) + 3(1 +%)?)

= 14+t+3t2+3t3+ 3t +1° + 5.

Detta ger att fo = f1 = fs = fe =1 och fo = fs = fy, = 3.



0.9.

(a)

(b)

Man kan resonera som i (b) i foregaende uppgift. Den hér gangen tillater
vi enbart rotation, vilket innebar att den aktuella gruppen ar produkt-
gruppen Cs x Cy.

C3 x Cy bestar av tolv element, som vi kan dela in i sex olika klasser enligt
foljande:

| Cykelindex | Antal gruppelement | Radrotation | Kolonnrotation |

512 1 0 0
53 2 0 +1
9 1 0 2
53 2 +1 0
S12 4 +1 +1
52 2 +1 2

I de tva kolonnerna till héger anger vi hur manga steg gruppelementen
roterar rader och kolonner. Vi far darmed att cykelindexet ar lika med

1
Z(Cg X 04;81752,. ..,512) =

D (512 + 283 + 55+ 25% + 4512 + 25%) .

Cykelindexsatsen ger att antalet banor fi med k ettor uppfyller identiteten
12
Softt = Z(Cyx Cul+t,1+47,... 14"
k=0

1
= 3 (A+)"2 +2(1+ ") + (1 +2)°

+2(1+ )" +4(1 +'?) + 2(1 +19)?) .

Efter langrandiga utrdkningar kan man konstatera att detta ar lika med

1+t + 6t2 + 193 + 43t* + 66t° + 80t° + 66t7 + 43t°
+19¢° + 6¢10 4 ¢ 4 ¢12,

0.10. Forst riknar vi ut 2(g9) = 2(g;s1,...,810) for varje ¢ € G. Lat oss
beteckna tartbitarna till vénster med (0,0), ..., (0,4) och tartbitarna till hoger
med (1,0),...,(1,4), ordnade medurs. Ett gruppelement g &r entydigt bestamt
av vardena ¢(0,0) och g(1,0). Om ¢(0,0) = (i, k) har vi namligen att ¢(0, j) =
(1, (k4 j) mod 5) for 1 < j < 4, och pa samma sétt ar g(1, ) entydigt bestamt
av ¢g(1,0). Vi delar in gruppelementen med avseende pa vérdena pa ¢(0,0) och
9(1,0):

e g(0,0) = (0,0) och ¢g(1,0) = (1,0) (1 element). Detta innebér att g &r

identiteten. Detta gruppelement fixerar samtliga tartbitar, sa z(g) = s1°.

e g(0,0) = (0,j), dir 1 < j < 4, och ¢(1,0) = (1,0) (4 element). I detta

fall bildar tartbitarna till vanster en cykel, medan vi har en cykel for varje
tartbit till hoger. Alltsa dr 2(g) = s5s5.

e g(0,0) = (0,0) och ¢g(1,0) = (1,7), dir 1 < j < 4 (4 element). Detta fall

ar analogt med foregdende fall, vilket innebir att z(g) = s5s3.



e ¢(0,0) =(0,5) och g(1,0) = (1,k), dar 1 < j <4, 1 <k <4 (16 element).

Hir far vi tva cykler med fem element, det vill siga z(g) = s2.

e g(0,0) = (1,4) och ¢g(1,0) = (0,(5 — j) mod 5), 0 < j < 5 (5 element). I
detta fall far vi att

g*(0,a) = g(1,(j + @) mod 5) = (0,(j +a+5— j) mod 5) = (0,a)

for alla a. P& samma sitt ser vi att g%(1,a) = (1,a) for alla a. Alla cykler

har alltsa lingd 2, vilket ger att z(g) = s3.

e ¢(0,0) = (1,5) och ¢g(1,0) = (0,k), 0 < j <5, (j+ k) mod 5 € {1,2,3,4}
(20 element). Vi ser att

92(()’0) = g(laj) = (Oa (J + k) mod 5) = (O,Cl),

diir a € {1,2,3,4}. Analogt har vi att g?(1,0) = (1,a). Detta innebér att
g2 bestar av tva cykler av lingd 5. Slutsatsen &r att g bestar av en enda
cykel av langd 10, vilket ger att z(g) = s10.

Summering ger att

1
Z(G, S1ye-y 510> = % (S%O =+ 8858? + 165% + 583 + 20810) .

Cykelindexsatsen ger att antalet banor av storlek k ar lika med koefficienten
framfor t¥ 1 Z(G;1+t,1+t2,...,1+t'9). Ersitter vi s; med 1+ i ovanstaende
uttryck far vi att

Z(Gi1+t, 1482, 14+t19)

1
= (T+ )"0 +8(1+1°)(1+1)° +16(1+t°)* +5(1 + t*)° + 20(1 + t'7))
= 14+t+32+43 +6t* + 665 + 6¢° + 47 + 3t% + 12 + 10,



