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O (")vningsuppgifter

The exercises are in Swedish. If you have trouble understanding them ask the
course teacher, Svante Linusson.

0.1 Tva koder med sju kodord
(a) Lat C vara koden bestaende av foljande sju kodord av langd 10:

a = 00000 00000
b = 11000 11100
¢ = 0011001110
d = 1000100111
e = 0110010011
£ =0001111001
g=1111111111



Berikna avstandet mellan varje par av kodord i C, och ange det minimala
avstandet i C.

(b) Lat C”’ vara koden bestaende av foljande sju kodord av ldngd 11:

a = 00000 00000 0
b=11000111001
¢=00110011101
d =10001001111
e =01100100111
f=100011110011
g=11111111110

Vi lagger alltsa till en bit till vart och ett av kodorden i (a). Berédkna
avstandet mellan varje par av kodord i C’, och ange ocksa det minimala
avstandet 1 C”.

Svarighetsgrad: E

0.2 Ovre och nedre granser pa bindra koder av langd 90
(a) Visa att det finns en 1-riittande binir kod av lingd 90 med 27® element.
(b) Visa att det inte finns nagon 2-rattande binir kod av ldngd 90 med fler

dn 278 element.

Svarighetsgrad: D

0.3 Tillampning av Plotkin-gransen

(a) Lat ¢ > 2, och lat d vara ett positivt heltal sadant att d — 1 ar delbart
med g — 1. Definiera

d—1 d—1
n=1 =d+——.
qg—1 qg—1
Anvéind Plotkin-gransen for att visa att gd dr en &vre begrénsning pa
antalet kodord i en kod av langd n o6ver ett alfabet av storlek ¢ med

egenskapen att kodens minimala avstand ar d.

(b) Lat C vara den binédra kod som bestar av fljande 8 kodord av langd 7:

a = 0000 000
b= 1111000
¢ =1100110
d=0011110
e =1010101
f=0101101
g =1001011
h =0110011

Berikna avstandet mellan varje par av kodord i C'.

¢) Finns det nagon kod av lang med fler an odord och med samma
Fi d 3 kod langd 7 med fler an 8 kodord och med
minimala avstand som C?

Svarighetsgrad: (a): C, (b): E, (c): E



0.4 Utvidgad kod I

Lat C vara en e-rattande kod vars kodord har lingd n. Lat k > 1. For ett
givet kodord ¢, definiera cF att vara det ord av lingd kn som man erhaller
om man upprepar ordet ¢ sammanlagt k ganger. Exempelvis dr (0111)3 =
(0111 0111 0111). Lat

o) ={cF:.ceCy.

(a) Visa att C®) &r ep-riittande, dér ey, ér lika med ke + 51 avrundat nedat.

(b) Anta att en avkodningsmetod for C ar given. For ett givet ord w av langd
n kan vi alltsa berdkna det unika kodord ¢ € C' med egenskapen att Ham-
mingavstandet mellan ¢ och w &r hogst e (om ett sadant kodord ¢ finns).
Definiera en avkodningsmetod for C'*) i termer av denna avkodningsme-
tod. Avkodningsmetoden ska fungera for alla ord som ar pa Hamming-
avstand hogst ey, fran nagot ord i C®)| diir ey, ir definierat som i (a).

Svarighetsgrad: (a): D, (b): A

0.5 Dubbla antalet kodord

Lat C vara en bindr kod av lingd n med minimalt avstand d sadan att alla

kodord bestar av hogst %1 ettor. Utvidga C till en binar kod av langd n med

dubbelt sa manga kodord som C' och med samma minimala avstand d.
Svarighetsgrad: B

0.6 Linjir kod I

Lat C vara den binéra linjara kod av langd 11 som har generatormatris

10001111000
01001100110
001 01 010101
00010101011

(a) Avgor om C ar 2-rdttande. Motivera ditt svar med ett bevis eller motex-
empel.

(b) Bestam en kontrollmatris (check matriz) till C.

(¢) Vad &r den maximala storleken pa en bindr 2-rdttande linjar kod av lingd
11?7 Ledning: Studera Hamming-gransen.

Svarighetsgrad: (a): E, (b): E, (¢): C

0.7 Linjir kod II

Lat nu C vara den binéra linjara kod av langd 11 som har kontrollmatris

100 01111000
01001100110
001 01010101
00010101011



(a) Hur manga kodord innehaller C?
(b) Visa att C &r 1-rdttande.
(c) Bestdm en generatormatris till C'.
(d) Bestam bitarna ay,as, a3, as s att vektorn
w = (a1, as2,as,a4,1,1,0,1,1,0,0)
blir ett kodord.

Svarighetsgrad: E

0.8 Linjir kod III

Lat C vara den binéra linjara kod av langd 11 som har generatormatris

11010011000
01101001 T1O0O0
0011 01O0O0T1T1FQO0
0 0011010011

(a) Avgor om C ar 2-rattande. Motivera ditt svar med ett bevis eller motex-
empel.

(b) Bestam en kontrollmatris till C.

Svarighetsgrad: E

0.9 Utvidgad kod II
Lat C vara en linjir e-riittande binir kod av lingd n med 2¥ kodord.

(a) Lat C’ vara den bindra koden av ldngd 3n bestaende av alla tripplar
(a,b,a +b), dir a,b € C. Visa att C’ dr 2e-rittande och bestar av 22
kodord.

(b) Lat nu C’ vara den bindra koden av lingd 6n bestdende av alla f6ljder
(a,byc,a+b,a+c,b+c), dir a,b,c € C. Visa att C’ ar (3e + 1)-réattande
och bestar av 23¢ kodord.

Svarighetsgrad: (a): C, (b): B

0.10 Brus som skapar sviter av fel

I en tillimpning har man tillgang till en brusig kanal genom vilken man kan
skicka bindra ord av lingd n. Trakigt nog kan godtyckligt manga bitar i ett
givet ord bli felaktiga, men i gengéld bildar de felaktiga bitarna alltid en sam-
manhéngande svit i ordet. Skickar vi ordet (a1, ...,ay) blir slutresultatet alltsa
antingen ordet sjilvt eller ett ord pa formen

(0,1,.. .,ai,l,a_i,aprl,.. .,aj,l,a_j,ajJrl,.. .,an),

dirl<i<j<myar=1-as.



Lat nu C vara en bindr 2-réttande kod av langd n, alltsa samma langd som pa
de ord som kan skickas genom kanalen. Man vill definiera en transformation
@ : C — {0,1}"™ med foljande egenskap for varje kodord b € C:

e Om p(b) skickas genom kanalen, sa ar b entydigt bestdmt av det mottagna
ordet.

Hitta en lamplig transformation ¢, och visa att den har 6nskade egenskaper for
varje val av C.
Svarighetsgrad: A

0.11 Fordjupningsuppgift: Kod bestaende av multiplar

av ett polynom

Lat r > 1, och lat f(z) vara ett polynom av grad r 6ver kroppen med ¢ element,
dér ¢ ar en primtalspotens. Lat k& > 1, och studera koden

C={f(2)g(x) : degg <k —1}.

Har identifierar vi ett polynom Z:Ig_l a;x" med vektorn (ag, a1, ..., @rik—1),
vilket innebéar att C' ar en kod av langd r + k.

(a) Visa att C ej dr 1-ridttande om k &r tillrackligt stort. Ledning: Studera
Hamming-gransen.

(b) Anta att f(z) har en nollskild konstantterm. Visa att det finns ett poly-
nom g(z) sadant att f(z)g(r) = ¥ — b for ndgot N > 1 och nagon
nollskild skalar b.

0.12 Fordjupningsuppgift: Polynombaserade koder

Lat FF vara en éndlig kropp, och lat z1, ..., z, vara olika element i F. Lat k < n,
och definiera

C={(f(z1),...,f(zn)) : f polynom &ver F av grad hogst k — 1}.
Visa att C &r en linjar kod 6ver F med minimalt avstand n — k + 1.

Ledning. Anvand faktorsatsen, som siger foljande: Om f &r ett polynom 6ver
F och aq,...,ay ar olika element fran F sadana att

flar) = flaz) = - = flax) =0,
sa &r
f(@) = (z —a1)(z —ag) - (z — ar)g(x)
fér nagot polynom g.
(I fallet da {z1, ...,z } &r lika med IF\ {0} &r koden en sa kallad Reed-Solomon-

kod. Felkorrigering med Reed-Solomon-koder anvands i bland annat CD- och
DVD-skivor och vid en rad former av datadverforing.)



Losningsforslag till 6vningsuppgifter, del V

Obs! Preliminar version!

O.1.

(a) Vi kan losa uppgiften genom att helt enkelt rdkna ut avstandet mellan
vart och ett av de (;) = 21 paren. Forst noterar vi att de fem orden b,
¢, d, e och f alla innehéaller fem ettor. Eftersom a inte innehaller nagra
ettor och ¢ innehaller maximala tio ettor dr dessa bada ord pa avstandet
10 fran varandra och pa avstandet 5 fran 6vriga kodord. Det aterstar att
berékna avstandet mellan orden b, ¢, d, e och f. Genom att gora detta
for hand noterar man att alla avstand &r exakt 6. Vi drar slutsatsen att
det minimala avstandet i C' ar 5.

(b) Vi noterar foljande:

— Avstandet mellan a och g dr detsamma som i C, alltsa 10.

— Avstandet dr ofoérandrat mellan alla par i {b,¢,d, e, f}, alltsa 6.

— Avstandet har okat med 1 mellan alla x och y sadana att « € {a, g}
och y € {b,c,d, e, f}, alltsa 6.

Slutsatsen ar att alla avstand adr 6 utom avstandet mellan a och g, vilket
ar 10. Det minimala avstandet ar 6.

(a) Lat n = 90 och e = 1. Enligt VG-grénsen (sats 17.4.1 i Cameron) finns
det en e-rattande binédr kod av langd n av storlek minst

on 290 290 290 290

2™ - 2, () T 1+90+ %89 T 4096 212

78

(b) Lat nun = 90 och e = 2. Enligt Hamming-gransen (sats 17.4.2 i Cameron)
finns det ingen e-rattande binédr kod av langd n av storlek overstigande

on 290

S (D) Y2, (D)

— 278.



0.3.

(a)

Plotkin-gransen sager att

d
<
€] = d—on’

dir=1—-1/q=(q—1)/q. I vart fall ar

onq1.<d+d1>(ql)d+(d1)qd1d1

q—1 q q q

Detta ger att
d d
Cl< = = qd.
== d—d+1 1

En kod med givna egenskaper har alltsa storlek hogst qd.

Genom en direkt berdkning ser man att alla avstand &r 4. (Man kan
underlédtta sina berdkningar genom att notera vissa moénster i koden.)

Enligt (a) innehaller en kod av lingd n = 7 med minimalt avstand d = 4
hogst n + 1 = 8 kodord, ty 7 =24 — 1. Svaret ar alltsa nej.

Att C ar e-rdattande innebér att C' har minimalt avstand minst 2e+1. Lat

c1 och ¢y vara tva olika kodord i C'. Eftersom dessa bada ord skiljer sig at

pa minst 2e + 1 positioner maste vi ha att ¢ och ¢4 skiljer sig 4t pa minst

d’ = k(2e + 1) positioner. Alltsa dr C*) ¢/-riittande for alla e’ sidana att
,_d =1 Ek(e+4+1)—-1 k—1

< _ — ket 2
€= 2 et

Studera ett ord w = wyws . .. wy, dar varje w; ar ett ord av langd n. Anta
att w Ar pa avstand hogst e, fran C'%) | och 14t ¢* var det unika kodord som
ar pa avstand hogst ey fran w. Notera att det genomsnittliga avstandet
mellan w; och ¢ ar hogst lika med

%o il o

—<e+—<e+ 1L

k — 2k
Minst ett av orden wy, ..., wy ar alltsa pa avstand hogst e fran ¢. Anvéand
nu avkodningsmetoden fér C pa vart och ett av orden wq, ..., w,. For

varje ¢ sadant att w; ligger pa avstand hogst e fran C far vi ut ett kodord
¢; pa avstand hogst e fran w;. Enligt ovan kommer ¢ att finnas med bland
de funna kodorden, och vi kan latt bestdmma vilket av kodorden som &r
c genom att beriikna avstandet mellan w och c¥ for varje i. Kodordet c*
ar namligen unikt med egenskapen att avstandet till w ar hogst e.



0.5. Fér ett ord ¢, l1at ¢ vara ordet som erhalls om vi ersitter varje nolla med
en etta och vice versa. Lat

C={c:ceC}.

Definiera ¢/ = C U C. Vi hiavdar att denna kod har minimalt avstand d och
storlek 2|C|. Lat 6(cy,c2) beteckna avstandet mellan tva kodord ¢; och co.
Studera tva kodord i C’. Vi har tre fall:

e Bada kodorden tillhér C. Da ar avstandet minst d enligt egenskaperna
hos C.

e Bida kodorden tillhér C och &r alltsa pa formen &1 och &, dér ¢q, ¢ € C.
Da &r avstandet ocksa minst d, ty d(¢1,¢2) = d(c1, ca).

e Det ena kodordet tillhor C och det andra C. Lat ¢; och &3 vara kodorden;

c1,co € C. Eftersom ¢y har ettor pa hogst %1 positioner har ¢3 ettor pa
n—d _ n+td

2 2
Pa hogst "T_d av dessa positioner har c; en etta, vilket innebar att antalet
positioner dar ¢y och ¢3 har olika varden ar minst

minst n — positioner, ndmligen de positioner dar co har nollor.

n+din—d
2 2

=d.

Alltsa ar 6(cq,c2) > d.

Slutsatsen ar att alla avstand ar minst lika med d. Vi ser gcksfi att C och C &r
disjunkta, vilket medfér att antalet kodord i C’ &r |C| + |C| = 2|C].



0.6.

(a)

Denna uppgift kan 16sas genom att man helt enkelt bestimmer de 2%
kodorden. I nedanstaende tabell star a, b, ¢ och d fér de fyra kodorden i
generatormatrisen.

00000000000

10001111000 = a
01001100110
00101010101
00010101011 = d

I
SH

I
o

11000011110 = a + b
10100101101 = a + c
10011010011 = a + d
01100110011 = b + ¢
01011001101 = b + d
00111111110 = c + d
11101001011 = a 4+ b + ¢
11010110101 = a + b + d
10110000110 = a + ¢ + d
01110011000 = b + + d
11111100000 = a + b + + d

Samtliga nollskilda vektorer innehéller minst 5 nollskilda element, vilket
innebér att koden &r e-rattande, dar e = (5 —1)/2 = 2.

Lat Ij, beteckna enhetsmatrisen med & rader och £ kolumner. En kod med
en generatormatris av storlek k x n pa formen [I;, A] har en kontrollmatris
som ir lika med [—AT I,,_x]. Ivart fallir k=4, n=11ochn —k =7,
vilket innebér att kontrollmatrisen har storlek 7 x 11. Eftersom vi arbetar
med binéra tal kan vi bortse fran minustecknet, vilket ger kontrollmatrisen

11 1010O0O0O0O0O0
1101 010O0O0O0O0
10100 01O0O0O0O0
10010 0O0OT1O0O0O0
0110000 01O0O0
0101000O0O0OT1Q0
001 1000O0O0O0°1

(Observera att kontrollmatrisen till en linjéar kod inte ar entydigt bestdmd,
utan det finns manga tdnkbara val.)

En binér linjdr kod har en storlek pa formen 2¢ for nagot heltal a. Det
totala antalet binira ord av lingd 11 dr 2!'. Hamming-grinsen siger att
en bindr 2-rattande kod C av ldngd 11 uppfyller olikheten

211 2048

< =
€l < 1+11+4 () 67

~ 30, 6.

Alltsé ér kodens storlek som mest 2% = 16, ty 2° = 32 > 2348 Enligt (a)
finns en linjar 2-rattande kod av storlek 16, vilket ger svaret 16.



0.7.

(a)

C ir lika med 16sningsrummet till matrisekvationen A - w? = 0. Detta
ar ett ekvationssystem med 11 obekanta och 4 ekvationer. Eftersom ek-
vationerna dr linjart oberoende (de forsta fyra kolumnerna i A utgor en
enhetsmatris) kommer l6sningsrummet att ha rang 11 — 4 = 7, vilket ger
att C bestar av 27 = 128 kodord.

En linjar kod &r 1-rattande om och endast om varje par av kolumner i
kontrollmatrisen &r linjart oberoende (se Proposition 17.5.5 i Cameron).
For bindra koder innebar detta att ingen kolumn é&r lika med noll och
att alla kolumner ar olika. Eftersom detta uppenbarligen giller foljer
pastaendet.

Precis som i 16sningen till uppgift O.6 later vi I, beteckna enhetsmatrisen
med k rader och k kolumner. En kod med en kontrollmatris av storlek
kxn pé formen [I, A] har en generatormatris som ér lika med [— AT I,,_].
I vart fall &r £k = 4, n = 11 och n — k = 7, vilket innebér att generator-
matrisen har storlek 7 x 11. Eftersom vi arbetar med bindra tal kan vi
bortse fran minustecknet, vilket ger generatormatrisen

111 010O0O0O0O0O0
110101 0O0O0O0O0
101 0001O0O0O0O0
10010 0O0T1O0O0O0
01100000 T1O0O0
0101 000O0O0T1TQO0
001 10000O0O01

(Observera att losningen dr identisk med losningen till (b) i &vnings-
uppgift 0.6, sanir som pa att vi har bytt plats pa ”kontrollmatris” och
”generatormatris”. Observera ocksa att inte heller generatormatrisen till
en linjar kod ar entydigt bestamd. Aven hir finns manga tankbara val.)

Det finns bara en linjirkombination av raderna i generatormatrisen i (c)
som ger ett kodord som slutar med (1,1,0,1,1,0,0), ndmligen kombina-
tionen bestaende av raderna 1, 2, 4 och 5. Summering av dessa rader ger
vektorn

(1,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0),

vilket innebéar att (ai,as,as,a4) = (1,1,0,0).

(En alternativ metod ir att 16sa ekvationen A-w? = 0, dir A #r kontroll-
matrisen och w = (a1, a2, a3,a4,1,1,0,1,1,0,0).



0.8.

(a)

Genom att studera de sexton kodorden i C' upptacker vi att summan av
de fyra kodorden i generatormatrisen ar

(1001010000 1).

Detta &ar ett kodord med bara fyra nollskilda positioner, vilket ger att
koden ej ar 2-rattande.

Precis som i 16sningen till uppgift O.6 later vi I beteckna enhetsmatrisen
med k rader och k kolumner. For att latt kunna hitta en kontrollmatris
skriver vi om generatormatrisen sa att vi far den pa formen [I4 A]. For
att astadkomma detta adderar vi forst den fjarde raden till den férsta och
den tredje raden:

11001001011
01101001 1O00O0
00101110101
00011010011

Sedan adderar vi den tredje raden till den andra raden och den resul-
terande andra raden till den forsta raden:

100 01 1 10O010O0
01000111001
0 01 01110101
00011010011

Nu #r matrisen pa formen [I; A]. Matrisen [—A7T I;] #r en kontrollmatris
till koden. Denna matris ser ut pa foljande vis:

1011 10O0O0O0O0O0
111001 0O0O0O0O0
11110010000
0100 0O0O01O0O0TGO
001 00 O0O0O0T1TTO0TO0
10010 0O0O0O0T1TO0
01110000001

(Vi paminner om att kontrollmatrisen till en kod inte ar entydigt bestdmd,
sa det finns manga andra korrekta svar.)



0.9.

(a)

Det minimala avstandet i C' &r minst d = 2e + 1. Eftersom C' &r linjar
ar detta ekvivalent med att varje nollskilt kodord i C' innehaller minst d
ettor. Att C’ ar 2e-rattande dr ekvivalent med att det minimala avstandet
i C” &r minst 2- (2e) + 1 = 2d — 1. Eftersom C’ ocksa &r linjér récker det
att visa att varje nollskilt kodord i ¢’ innehaller minst 2d — 1 ettor.

Studera ett nollskilt kodord ¢ = (a,b,a +b) i C’. Vi delar in i fall:

o a=0. Daédr ¢ = (0,b,b), och b ar nollskilt. Eftersom b innehaller
minst d ettor kommer ¢ att innehalla minst 2d ettor.

ob=0. Daér ¢ = (a,0,a), och a &r nollskilt. An en gang drar vi
slutsatsen att ¢ innehaller minst 2d ettor.

o a och b ar bada nollskilda. D& har vi nollskilda kodord fran C' pa de
tva forsta positionerna i ¢ och ddrmed minst 2d ettor.

Alltsa ar det minimala avstandet 1 C’ minst 2d, vilket medfor det onskade
resultatet.

Eftersom antalet kodord i C’ sammanfaller med antalet par (a,b) sddana
att a,b € C har vi att |C'| = |C|? = 22k,

Denna gang vill vi visa att varje nollskilt kodord i C” innehaller minst
3d = 6e + 3 ettor. Detta medfor ndmligen att C’ &r (3e + 1)-rattande.
Studera ett nollskilt kodord (a,b,c,a + b,a + ¢,b + ¢). Att kodordet &r
nollskilt innebar att minst ett av orden a, b och ¢ ar nollskilt. Vi delar in
i fall:

o a, b och ¢ ar alla nollskilda. Vi har da nollskilda kodord fran C' pa
de tre forsta positionerna och darmed minst 3d ettor.

o Nagot av orden a, b och ¢ &r lika med noll. Anta att ¢ = 0; Gvriga
fall &r analoga. Vi har da att kodordet &r lika med

(a,b,0,a+b,a,b).

* Om a = 0 maste b vara nollskilt. Kodordet blir (0,5,0,b,0,b),
och antalet ettor i detta ord ar minst 3d.

x Om b =0 far vi pa samma sétt ett ord med minst 3d ettor.

* Om a och b bada ar nollskilda har vi nollskilda kodord fran C
pa positionerna 1, 2, 5 och 6 och ddrmed minst 4d ettor.

Detta visar att det minimala avstandet i C’ 4r minst 3d, vilket avslutar
beviset.

Eftersom antalet kodord i C’ sammanfaller med antalet tripplar (a, b, c)
sddana att a,b,c € C har vi att |C'| = |C|> = 23,



0.10. Idén &r att anvinda sig av det faktum att antalet 6vergangar mellan
7 felaktig bit” och ”"korrekt bit” alltid &r hogst tva. Lat b = (bq,...,b,) vara ett
kodord. Vi definierar

pb)=a=(a1,...,an)
pa foljande vis: Séatt ag = 0 och ax = agp_1 + bg for 1 < k < n. Observera att

b = ar —ar_1
forl1 <k <n.

Anta nu att vi skickar ordet a genom kanalen. Beteckna det mottagna ordet
med a’ = (a},...,a}), och sitt aj = 0. Definiera ordet b’ = (b},...,b],) som

'

b, = aj, —aj,_, for 1 <k <n. Vi har att a’ antingen ar lika med a eller &r ett
ord pa formen
(0,1, e ,ai,l,a_i, Aj41y. - ,a]—,l,a_j, aj+1, . ,an),
for nagot ¢ < j. I det forsta fallet har vi att b = b’. T det andra fallet har vi att
by, = by, for alla k utom k =4 och k = j + 1. Vi har némligen att
ar —ap—1=by oml<k<i-—1,
@y — ak—1 =by omk =i,
b%zaz—ak,lz a_k*m:bk Oml+]~§k’§j;
ar —apr—1 =br omk=7j5+1,
ar —ap_1=br omj+2<k<n.

Antalet fel ar alltsa hogst 2. Med hjélp av var 2-rdttande kod kan vi ddarmed
aterskapa kodordet b fran ordet b’.

O.11.
(a) Lingden pa koden #ir n = r + k, och storleken pa koden ir |C| = ¢*. For
att koden ska vara 1-réttande maste vi ligga under Hamming-grénsen:

n r+k

q k q
< —m———— = <
| |_1+n(q71)” e T 1+ (r+k)(g—1)tk

= 14+ r+k)g-1D)"F<q"
Om vi véljer k > ¢" — r erhaller vi att
¢ >1++E)(g-1)"">1+@r+k)>1+4",
vilket ar en motsagelse.

(b) Vi anvénder oss av (a). Lat k vara stort nog for att C inte ska vara 1-
rattande. Det finns da ett nollskilt polynom g(x) sadant att f(x)g(x) har
hogst tva nollskilda koefficienter. Detta foljer av att koden C' ar linjar och
ej 1-rdttande. Vi kan anta att g(x) har nollskild konstantterm; annars de-
lar vi bara g(z) med !, dér i ir minimalt sidant att koefficienten framfor
2 i g(z) #r nollskild. Eftersom f(x) har grad » > 1 och dirmed inte #r
konstant méste f(z)g(x) innehalla minst en nollskild term pa formen a;z?,
dér ¢ > 1. Eftersom f(z)g(«) har en nollskild konstantterm och hogst tva
nollskilda termer innebir det att f(z)g(z) = ag + a;z° déir ag och a; ir
nollskilda. Genom att byta ut g(z) mot a; 'g(z) kan vi anta att a; = 1,
vilket avslutar beviset.



0.12. Skriv
) = (f(21),- -, fn)).

For att visa att C' &r en linjar kod noterar vi att om f och g &r polynom av
grad hogst k — 1 och a och b ar skalarer, sa &r

af(x) +bg(x) = (af + bg)(x).

Detta ar ett kodord i C, ty af + bg ar ett polynom av grad hogst k£ — 1. Alltsa
ar C' en linjar kod.

For att visa att C har minimalt avstand n—k+1 antar vi att f(x) ar ett kodord
med hogst n — k nollskilda element. Om vi kan visa att f(x) ar lika med noll
kan vi dra slutsatsen att kodens minimala avstand &r minst n — k 4+ 1. Detta
foljer av att koden ar linjar.

Enligt antagandet innehaller f(x) minst & nollor. Det finns alltsa k olika index
i1,%2,...,4; sadana att f(xz;,) = 0 for 1 < r < k. Faktorsatsen ger att vi kan
skriva

f@) = (2 — @i ) (@ = w3y) - (2 = @i,) o),

dér fo ar ett polynom. Nu ar f ett polynom av grad hogst £ — 1, medan
produkten (z — 2y, )(x — @4,) -+ (£ — x;,) &r ett polynom av grad k. Darmed
maste vi ha att fo = 0, vilket innebar att f = 0, alltsa det vi ville visa.

Det som aterstar att visa ar att det minimala avstandet ar precis n — k + 1.
Definiera

f(@)=(z—21)(® —22) -+ (T — Tp—1).

Vi ser att f(z1) = f(x2) =+ = f(xg—1) = 0, medan f(x;) # 0 for k <i < n.
Alltsa ar avstandet mellan f(x) och nollvektorn precis n — k + 1.



