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Losningsforslag

1. For 1 <i <mn, sidtt b; = a; — a;_1. Notera att
ai—1<a;<ai1+1<=0<a—-a;-1 <1<=0<H< 1.

Vidare har vi att

n n n n—1
Zbl :Z(al —ai,l) :ZCLZ‘ —Zai = an — Qo =k.
i=1 i=1 i=1 i=0
De givna villkoren ar alltsa ekvivalenta med att foljden (bq,...,b,) in-

nehaller exakt k ettor och n — k nollor. Det finns (Z) sadana foljder.

2. I den forsta grafen har vi exempelvis foljande Hamiltoncykel:

© >—0 —O o]
oO—0O——A————O—0O—0
oO—0O——A————O—0O—0
oO—0O——A————O—0O—0

oO—0O——A————O—0O—0

BEEEE

Observera att den andra grafen ar bipartit; i nedanstaende figur gar alla
kanter mellan ett litet och ett stort horn. Eftersom antalet stora hérn ar
25 och antalet sma horn ar 24 kan grafen inte ha en Hamiltoncykel.



3. En permutation av méngden {1,2,...,2n — 1} kan inte ha fler &n en cykel
av lingd n. De permutationer vi ska rdkna har alltsd en unik sadan
cykel. Vi kan vilja elementen i cykeln pa (2"7:1) olika sétt, och dessa
element kan sedan ordnas i cykeln pa (n—1)! olika sitt. Det finns slutligen
(n — 1)! olika sétt att bilda cykler av de aterstaende n — 1 elementen.
Multiplikationsprincipen ger att det sokta antalet permutationer ar

<2n—1> 1 (1)l = (20— DL (n—1!-(n D! _ (20— D!

n (n—=1)nl B n

4. (a) For en given partition, studera den delméngd som innehaller ele-
mentet n. Vi har tva maojligheter:

x n bildar en egen delméngd. Det finns da a,_; sitt att bilda
en partition med Onskade egenskaper av de aterstaende m — 1
elementen.

x n tillhor en delméngd av storlek 2, alltsa en delméngd pa formen
{z,n} for nadgot x. Vi har da n — 1 mojligheter for z och sedan
an_o satt att bilda en partition av de aterstaende n—2 elementen.

Summering ger att
ap = Qp—1 + (n - 1)an—2-

(b) Vi noterar att

fl@) =

= (+2)f(@).
Sitt f(z) = e*t**/2g(z). Vi ser att
Q+a2)f(x) = fl(o)
= (1+2)e" " 2g(z) + "t /2¢ (2)
= (142)f(z) + e 2g (2).

Alltsa ar ¢'(x) = 0, det vill sdga g(x) = C for nagon konstant C.
Eftersom

1= apg = f(O) =C
maste vi ha att C' = 1. Alltsa ar

f(x) _ ew+m2/2.



5.

(a) Foljande graf har dnskade egenskaper:

b

a c1 C2 c3 Ch—1 Ck

Vi kan ndmligen farga a, b och ¢1 pa r(r—1)(r—2) sitt. For2 <i <k
har vi sedan att ¢; maste ha en annan farg dn ¢;_1, vilket innebar
att vi har » — 1 mdgjligheter for ¢; for 2 < i < k. Multiplikation ger
det 6nskade resultatet.

Anta att 7(r — 1)(r — 2)(r? — 7r + 11) 4r det kromatiska polynomet
fa(r) till ndgon graf G. Da ar fg(r) > 0 for varje r > 1, ty fa(r)
ar lika med antalet fargningar med fargerna 1,...,r. Nu har vi dock
att

fa(3)=3-2-1-(32-7-3+11)= -6 <0,

vilket dr omojligt. Alltsa existerar ingen sadan graf G.



6.

(a)

Lat (a1,as2,...,a14) och (by,ba, ..., b14) vara foljder i C. For att visa
att C' &r linjar racker det att visa att summan av de tva foljderna
tillhér C. Denna summa &ar lika med foljden

(a1 +b1,a2 +ba, ..., a14 + b14).
Satt ¢, = ap, + b, for 1 < k < 14. Vi ser att

¢, = ap+bg
= (ag—1+ ax—a) + (bo—1 + br—a)
= (ag—1+brp—1)+ (ak—a + br_4)
= Ck—1 T Ck—4
for 5 < k < 14. Alltsa har vi att summan tillhor C.
Eftersom as, . ..,a14 ar entydigt bestdmda av ay, as, az, as bestar C
av 2% = 16 kodord. Generatormatrisen ska alltsa ha fyra rader. Som
rader i matrisen kan vi vélja de kodord som bérjar med (1,0,0,0),
(0,1,0,0), (0,0,1,0) och (0,0,0,1). Genom att anvénda rekursionen
ar = apx—1 + ap—a far vi att dessa kodord ar
(1,0,0,0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,0)
(0) 17 0) 07 0) 17 1) 17 1) 07 17 0) 1’ 1)
(0) 07 1) 07 0) 07 1) 17 1) 17 07 1) 0’ 1)
(0,0,0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,0,0)

En generatormatris ges alltsa av

O = = =
== O
O = O =
_ o = O
—_ =0
OO ==
O = = O

Denna uppgift kan man 16sa pa atminstone tva sitt. Enligt uppgifts-
formuleringen bestar C' av alla bindra f6ljder a = (ay,as,...,a14)
sadana att ap = ag_1 + ax—q for 5 < k < 14. Detta innebér precis
att a tillhér C' om och endast om M - a” &r noll, dar
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Per definition &r M en kontrollmatris for C.

Man kan &ven utgéd fran generatormatrisen i (b). Skriver vi denna
pa formen [I4|A] erhéller vi att [AT|I10] ir en kontrollmatris for C,
dar I4 och I;g betecknar enhetsmatriser av storlek 4 respektive 10.



7. Vi anvander Burnsides lemma. Den aktuella gruppen ar Cg, den cykliska
gruppen med atta element. For varje gruppelement vill vi rdkna antalet
fargningar som fixeras av gruppelementet.

*

Identiteten. Detta element fixerar alla fargningar. Antalet fargningar
med k roda regioner ar (2) 28=F ty vi kan vilja de roda regionerna pa
(i) olika sétt och sedan farga var och en av de aterstaende regionerna
pa tva olika sdtt. Antalet fargningar &r darmed

8 8 8
<0>28+ <1>27+ <2>26 =256+ 8- 128 + 28 - 64 = 3072.

Rotation £45° (2 element). De enda fargningar som fixeras av dessa
element dr de som anvinder en enda farg. Eftersom vi inte far
anvanda fargen rod pa fler dn tva regioner ar oktagonen antingen
helgron eller helbla. Antalet fixerade fargningar ar alltsa lika med 2.

Rotation +£90° (2 element). Numrera regionerna fran 1 till 8 ord-
nade medsols. For att en fargning ska fixeras av den givna rota-
tionen maste regionerna 1,3,5,7 ha samma fiarg. Detsamma géller
regionerna 2,4, 6,8. Eftersom hogst tva regioner far vara réda kan
vi inte ha nagra réda regioner alls, vilket medfor att vi har 2-2 =4
fargningar.

Rotation +135° (2 element). Precis som i fallet med rotation +45°
far vi bara 2 fixerade fargningar.

Rotation 180°. I detta fall maste motstaende regioner ha samma
firg. Om ingen region dr rodfirgad far vi 2% = 16 maojligheter. Om
tva regioner dr rodfirgade far vi 4 - 23 = 32 mojligheter. Totalt far
vi 16 4+ 32 = 48 mdjligheter.

Burnsides lemma ger att antalet ekvivalensklasser av fargningar &r

1 3136
5(3072+2-2+2-4+2~2+48)=T:392.



