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Modelltentamen

Denna modelltentamen ar tdnkt att illustrera svarighetsgraden pa en riktig ten-
tamen. Att en viss typ av uppgift dyker upp hér innebér inte att en liknande
uppgift ar vare sig mer eller mindre sannolik att dyka upp pa en riktig tentamen.

1. Definiera ag = 0 och a, = 4a,—1 — 2" ! for n > 1. Berikna den
genererande funktionen

flz) = Z anz™.

n>0

Ditt svar ska vara ett andligt uttryck utan summationstecken.

(3p)

2. For en mangd M av partitioner av talet n, definiera konjugatet till M att
vara miangden {\T : A € M}, dir AT betecknar konjugatet till partitionen
. Beskriv konjugatet till f6ljande méangder:

(a) Méngden av alla partitioner av n med egenskapen att alla delar &r
olika stora.

(b) Méngden av alla partitioner av n med egenskapen att den nést storsta
delen ar hogst héalften sa stor som den storsta delen.

(3p)

3. Lat G vara grafen i nedanstaende figur. Avgoér om G &r Hamiltonsk. Ditt
svar ska motiveras med en explicit Hamiltoncykel eller ett bevis for att
Hamiltoncykler saknas.



4. Avgor om den linjédra bindra koden C' med kontrollmatris

100 01 1 1 01
110 0 01 1 10
011010111
001101011

ar l-rdttande. Bestdm en generatormatris till C.

(3p)

5. For varje n > 3, berékna antalet surjektiva funktioner fran {1,...,n} till

{1,...,n — 2}, alltsa funktioner f med egenskapen att samtliga element i
{1,...,n — 2} finns med bland funktionsvardena f(1),..., f(n).

(6p)

6. Lat {a, : n > 0} vara en godtycklig talfoljd. Definiera talféljden {b, : n >
0} som by = 1 och

n—1
bn: § an—k—lbk-
k=0

for n > 1. Uttryck g(z) = 3, 5,bn2"™ som en funktion av f(z) =
ano anx™.

(6p)

7. (a) Konstruera en planir graf med egenskapen att varje horn i grafen ar
sammanbundet med exakt fyra andra hérn. Det ska tydligt framga
att din graf &r planar.

(2p)

(b) Visa att det inte finns nagon planér bipartit graf med egenskapen att
varje horn dr sammanbundet med exakt fyra andra horn.

(4p)

8. Studera méngden av fargningar av hornen i en sexhorning med fargerna
rod, gron och bla med egenskapen att hogst tva hérn har fargen gron.
Intilliggande horn far ha samma farg.

(a) Beriikna antalet fargningar med egenskaper som ovan.
(2p)

(b) Betrakta tva fargningar som ekvivalenta om den ena fargningen kan
overforas i den andra via en rotation av sexhorningen. Speglingar
ar ej tillatna. Berdkna antalet ekvivalensklasser av farningar med
egenskaper som ovan.

(4p)



Losningsforslag

1. Vi har att

) = Z an" = ao + Z ant" = Z(4an_1 — 2" "

n>0 n>1 n>1
= Z (4ay, —2™)z™ ! = 4z Z ama™ —x Z (2z)™
m>0 m>0 m>0
x
= 4 - .

Fran detta drar vi slutsatsen att f(z)(1—4z) = —a/(1 —2x), det vill séga

—x

1@ = a2

2. (Formuleringen av denna uppgift var nog lite diffus.)

(a)

Alla delar i en partition A ar olika stora om och endast om alla
nollskilda kolumner i konjugatet A7 &r olika langa. Att kolumn i+ 1
i AT &r kortare &n kolumn ¢ &r ekvivalent med att det finns nagon
del i AT som &r exakt lika med i. Detta géller for 1 < i < m, dar m
ar antalet delar i \.

Slutsats: Den s6kta méngden bestar av alla partitioner p av n med
egenskapen att det finns minst en del av storlek 4 for 1 < i < m, dar
m &r storleken pa den storsta delen i p.

Den nést storsta delen i A &r hégst héalften sa stor som den storsta de-
len om och endast om kolumn 2 &r hégst hélften sa lang som kolumn
1i AT, Detta innebér att minst hilften av raderna i diagrammet for
AT bara innehaller en enda ruta, vilket &r ekvivalent med att minst
hiilften av delarna i AT r lika med 1.

Slutsats: Den sokta méngden bestar av alla partitioner av n med
egenskapen att minst hélften av delarna ar lika med 1.

(3p)

3. Observera att GG ar bipartit; i nedanstaende figur gar alla kanter mellan
ett litet och ett stort horn. Eftersom antalet stora horn dr 10 och antalet
sma horn ar 11 kan grafen inte ha en Hamiltoncykel.

(Déaremot gar det att konstruera Hamiltonstigar i grafen. Detta ldmnas
som Gvning.)



4. En linjar binar kod ar 1-rdttande om och endast om alla kolumner i kon-
trollmatrisen ar nollskilda och alla par av kolumner ar olika. Sa ar fallet
har, vilket innebéar att C' ar 1-rattande.

For att bestdmma en generatormatris till C' anvénder vi forst elementéara
radoperationer for att fa kontrollmatrisen pa formen [I4|X], ddr X &r en
4 X b-matris:

—F 000 HOOO RPOOO HOoOOO
RO, OFROH OROR OKF F H

O OO OO0 OO0, OO
O OO OO, OO OFFO
O OO P MFHFOO FHF PR OO = EF=OO
OO R OO MFE OFFF OF O
—_ OO R OO HFOOF HOKF M-
_— O, O R OO HEFEO = F=FEO
— O R = RO R e

En generatormatris ges nu av [~ X7 |I5], dir X7 #r transponatet till X.
Eftersom koden ar binédr behdver vi inte bry oss om minustecknet framfor
X7, och generatormatrisen blir

110 0 1 0 00O
1001 01 0O0O0
101 100100
010100010
1101 00 0 01



5. Vi delar upp i tva fall:

*x Nagot tal k € {1,...,n — 2} forekommer 3 ganger bland funktions-
vardena f(1),..., f(n), och 6vriga tal forekommer precis en gang.
Vi kan vélja k pa n — 2 sétt. De tre tal a, b och ¢ som uppfyller
f(a) = f(b) = f(c) = k kan vi vilja pa (}) sitt. Sedan finns det
(n — 3)! satt att definiera f pa {1,...,n}\ {a,b,c} sa att alla virden
i{l,...,n—2}\{k} antas precis en gang. Multiplikation ger att det
totala antalet funktioner i det hér fallet &r

-2
(n—2)- (g) “(n=3)'= (n6 ) -nl.
x Tvatalk,m € {1,...,n—2} forekommer 2 ganger var bland funktions-
vardena f(1),..., f(n), och 6vriga tal férekommer precis en gang. Vi
n—2

antar att k < m. Vi kan vélja k och m pa ( ) satt. De fyra tal a,
b, ¢ och d som uppfyller f(a) = f(b) = k och f(c) = f(d) = m kan vi
valja pa (Z) (";2) sitt. Sedan finns det (n—4)! sétt att definiera f pa
{1,...,n}\{a,b, c,d} sa att alla varden i {1,...,n—2}\{k, m} antas
precis en gang. Multiplikation ger att det totala antalet funktioner i
det hér fallet ar

("27) (2) (7)) o= o

Det totala antalet ar
(n—2)(n—1) 1 n-1

(n—2) B
T-n!—!— 3 -n!—(n—2)(6+ 3

)-n!

6. (Jag insdg i efterhand att svarighetsgraden pa denna uppgift ar aningen
for lag for att motsvara 6 podng pa en tentamen.)

Vi har att
g(z) = Z bpa™ =1+ Z bz
n>0 n>1
n—1

= 1+ Z Z Ap—p—1by xR
n>1 k=0

= 1+ Z Z 12" bk
k>0n>k+1

= 1+ Z Z amx™ - bpa® -z =1+ f(x)g(x)z.
E>0m>0

Vi drar slutsatsen att

o(@)(1 = af (@) = 1 4= (0) =



7.

(a) Foljande graf har dnskade egenskaper:

2

K| T

3

(b) Anta att G &r en planir bipartit graf med onskade egenskaper. Lat

F vara antalet regioner (inklusive den obegrinsade regionen), lat F
vara antalet kanter och lat V' vara antalet hérn. Vi kan anta att G ar
sammanhéangande; annars studerar vi bara varje enskild komponent
for sig. Eulers formel ger att

F=FE-V+2

Eftersom varje horn dr med i exakt fyra kanter och varje kant in-
nehaller exakt tva horn maste vi ha att

V=E/2

Rékna nédmligen antalet par (v, €) sadana att v ar ett horn innehallet
i e. Om vi summerar over e for varje fixt v och sedan summerar 6ver
e erhaller vi 4V. Om vi vénder pa summationsordningen far vi 2FE.

Vi drar slutsatsen att
F=FE/24+2«<=2F=FE+4.

Eftersom G &r bipartit ar varje region begrinsad av minst fyra kanter.
Detta ger att 4F &r en nedre begrénsing pa antalet par (e, f) sadana
att e ar en kant i begrénsningen till regionen f. Dock &r varje kant
med i begrdnsningen till hogst tva regioner, vilket innebér att antalet
par (e, f) som ovan ar hogst 2F. Slutsatsen ar att 4F < 2F, det vill
siga 2F < E = 2F — 4, vilket ar en motséagelse.



8. (a) Videlar in i fall:

* Inget horn &r gront. Vi har da 26 = 64 firgningar.

x Ett horn ar gront. Det finns sex satt att valja det grona hornet
och sedan 2° sitt att firga Gvriga horn, alltsa 6 - 2° = 192
fargningar.

x Tva horn ar grona. Det finns (g) = 15 sétt att vélja de tva grona
hérnen och sedan 2% sitt att firga Gvriga horn, alltsa 15-2% = 240
fargningar.

Totalt har vi alltsa
64 + 192 + 240 = 496

fargningar.

(b) Gruppen Cg verkar pa sexhorningen via rotation. Vi anvander Burn-
sides lemma for att 16sa uppgiften. For varje gruppelement g € Cg
behover vi rakna ut fix(g), alltsa antalet fargningar som fixeras av g.
Vi har sex gruppelement:

* Identiteten. Detta element bevarar alla fargningar, vilket ger att
fix(g) = 496 enligt (a).

Rotation +1 steg. Dessa bada element bestar av en enda cykel,
sa de bevarar enbart fargningar dér alla farger &r lika. Eftersom
vi har hégst tva grona hérn maste alla hérn vara antingen réda
eller blaa, vilket ger fix(g) = 2.

Rotation +2 steg. Dessa bada element bestar av tva cykler med
vardera tre element. Vi kan farga var och en av cyklerna bla
eller r6d, men ingen cykel kan fargas gron. Slutsatsen ar att
fix(g) = 2% = 4.

Rotation 3 steg. Detta element bestar av tre cykler med vardera
tva element. Hogst en av cyklerna kan fargas gron, medan 6vriga
maste firgas rod eller bla. Detta innebér att fix(g) = 23+3-22 =
20.

Burnsides lemma ger att antalet ekvivalensklasser ar

528
> fix(g) 496+2 242:4420) = ——= =88.

|CG| g€Cs



