KTH Matematik
Jakob Jonsson, tel 790 72 02

Tentamen i SF2715 Tillampad kombinatorik, 6 hp
Onsdagen den 19 augusti 2009 kl. 14:00-19:00

Hjalpmedel: Manuella skrivdon (pennor, suddgummi, linjal och réknesticka).
Instruktioner: Tentamen bestar av 7 uppgifter, i ett par fall uppdelade i mindre
deluppgifter. Maximal poéng pa varje uppgift och deluppgift framgar nedan.
20 poéng inklusive bonuspoang ger garanterat godként. Motivera dina svar.

1. Berdkna antalet partitioner av méangden {1,2,...,11} med exakt fyra
delméngder, alla av olika (och nollskild) storlek.

(4p)

2. I nedanstaende graf ar varje kant forsedd med en vikt.

4 11

7 8

Bestdm ett minimalt uppspannande trad i grafen, alltsa ett uppspannande
trad med egenskapen att summan av kantvikterna i tradet ar sa liten som
mojligt. Ange dven denna summa.

(4p)

3. Berdkna det par av tablaer som svarar mot permutationen
12345678
83172645

under RSK-korrespondensen.



4. Catalantalen Cy, Cq, ... definieras (som bekant) som Cy = 1 och
n—1
Cn=) CiCn 1
i=0

for n > 1. Definiera

C(z) = Z Cpa™.
n>0
Visa att
1++v1—4dx

Ola) = ===,

och bestdm tecknet framfor rotuttrycket.

(6p)

5. I en planir graf med V horn, E kanter och F' regioner (den obegrénsade
regionen medréknad) géller att

3F <2F

(du behover inte visa detta). Vi forutsitter hir att det finns hogst en kant
mellan varje par av horn.

(a) Anvind ovanstaende olikhet och Eulers formel for att visa att en
planar graf med V hérn och E kanter uppfyller olikheten

E <3V —6.
(4p)

(b) Avgor om foljande graf kan ritas i planet utan korsande kanter. Mo-
tivera ditt svar.

(2p)



6. Lat C vara en linjar e-rittande bindr kod av lingd n. Lat C” vara den
binéra koden av langd 3n bestaende av alla tripplar (a,b,a+b), dir a,b €
C.

(a) Visa att C” dr linjar.

(1p)
(b) Visa att varje nollskilt kodord i C’ innehaller minst 4e + 2 ettor.

(3p)
(c) Visa att C” &r 2e-réttande.

(2p)

7. Lat G vara grafen i foljande figur:

(a) Berikna det kromatiska polynomet till G.

(2p)

(b) Betrakta tva hérnfargningar av G' som ekvivalenta om den ena kan
overforas i den andra via en rotation eller spegling svarande mot
ett element i den dihedrala gruppen D4. For varje positivt heltal
r, berdkna antalet ekvivalensklasser av hornfargningar av G med
fargerna 1,...,r. Som vanligt kréver vi att hérn som &r samman-
bundna av en kant har olika farg. Det som efterstks ar alltsa det
omérkta kromatiska polynomet till G.

(4p)



Losningar

1. Man ser genom provning att storlekarna pa de fyra delméngderna maste
vara 1, 2, 3 och 5. Detta behover inte motiveras narmare, men for
fullstandighetens skull ger vi ett resonemang: Om vi ordnar delméngderna
fran den kortaste till den langsta och later s; vara storleken pa den i:te
delméngden inser vi att s; > 1, s > 2, s3 > 3 och s4 > 4. Nu ar
14+2+3+4+4 =10, vilket ar ett mindre &n 11. Alltsa maste gélla att s; =4
for tre index ¢ och s; = i + 1 for det fjarde indexet. Eftersom alla s; ar
olika blir den enda mojligheten att storlekarna &r 1, 2, 3 och 5.

Lat oss vilja delméngderna i tur och ordning, dér vi bérjar med den minsta
delméingden.

— Vi kan vilja delméngden av storlek 1 pa (111) = 11 olika sétt.

— Vi har nu 10 element kvar och kan darfor véilja delméngden av storlek
2 pa (%) = 45 olika sitt.

— Med 8 aterstaende element kan vi vélja delméngden av storlek 3 pa
(g) = 56 olika satt.

— Delméngden av storlek 5 ar entydigt bestdmd av de forsta tre del-
méngderna, vilket innebédr att det bara finns ett val for denna del-
mangd.

Multiplikation ger att det totala antalet val ar

11-45-56-1 = 27720.

2. Enligt sats far vi ett minimalt uppspdnnande trad genom att anvanda
den giriga algoritmen. I denna algoritm bildar vi ett trad i steg genom
att i varje steg forsoka lagga till en kant med en sa liten vikt som mojligt.
Innan vi anvénder algoritmen noterar vi att varje heltalsvikt mellan 1 och
13 forekommer precis en gang. Vi later "kant i” beteckna kanten med vikt
i.

— I de tre forsta stegen forsoker vi lagga till i tur och ordning kant 1,
kant 2 och kant 3. Det gar bra med de tva forsta kanterna, men kant
3 bildar en cykel med kant 1 och kant 2 och ska darmed inte vara
med i tridet. Vi har ddrmed f6ljande situation:

4 11

*
7 8

Tjocka kanter ar med i tradet, medan streckade kanter inte ar det.



— Kant 4 gar bra att ldgga till, medan kant 5 bildar en cykel med
kanterna 1, 2 och 4. Vi kan sedan lagga till kant 6, men kant 7 bildar
en cykel med kanterna 1, 2, 4 och 6. Detta ger foljande situation:

4 11

7 8

— Vi resonerar nu pa samma sitt med de aterstaende kanterna och
konstaterar att kanterna 8, 10 och 12 &r med i triadet, medan kanterna
9, 11 och 13 inte a4r med. Slutresultatet blir darmed f6ljande trad:

4

Tradets vikt a&r som synes

14+2+4+6+8+10+12=43.

. Berdkna det par av tablaer som svarar mot permutationen
12 5678
8 3 2645

under RSK-korrespondensen.

3 4
17

Vi skriver

m=[8]3]1[7]2[6]4[5]

I varje steg anvéander vi fet stil och understruket for att markera andringar
jamfort med foregaende steg.

1. Aktuellt element ar 8. Par av tablaer efter instoppning av detta

element:

Elementkvar:|3|1|7|2|6|4|5|




. Aktuellt element ar 3. Par av tablaer efter

element:

5] [z

Elementkvar:|1|7|2|6|4|5|

. Aktuellt element &r 1. Par av tablaer efter

element:

Element kvar: [ 7[2]6[4]5 |

. Aktuellt element &r 7. Par av tablaer efter

element:

1
3|
18]

‘W‘I\D =

Element kvar: [ 26 [4]5 |

. Aktuellt element ar 2. Par av tablaer efter

element:

4
i

‘oooo»—
I
‘03[\3»—

Element kvar: [ 6 | 4|5 |

. Aktuellt element ar 6. Par av tablaer efter
element:
1[2]6] [1]4]6]
3|7 215
8 3

Element kvar:

instoppning

instoppning

instoppning

instoppning

instoppning

. Aktuellt element dr 4. Par av tablaer efter instoppning

element:

4]

6]

2
6

‘loo‘lq ol =
‘I\l‘w Nof =

Element kvar:

. Aktuellt element dr 5. Par av tablaer efter instoppning

element:

EEY

6]

8]

‘OO‘\] | =
EEEE

Detta ar det sokta paret av tablaer.

av detta

av detta

av detta

av detta

av detta

av detta

av detta



4.

5.

Notera forst att

n—1
Cx) = Co+ Y Ca"=1+> Y CiCpira”

n>1 n>11=0
= 1+ Z Z CiCp_i—1z"
>0 n>i+1
[f=n—-i—-1] = 1+ZZCiij”jH
i>0 j>0
= 142y Ca'd Cja’ =1+a(C(x)).
i>0 3>0

Notera bytet av summationsordning pa andra raden. Alltsa har vi att

Om vi 16ser denna andragradsekvation i C(x) far vi att
1—-+v1—-4zx
2z ’

dér vi véljer ett minustecken (och inte ett plustecken) framfor rottecknet
for att taljarens konstantterm ska bli 0.

Clx) =

(a) Eulers formel séiger att
F-E+V-2=0.
Olikheten 3F < 2F kan skrivas som

2F
F<—.
-3

Instoppat i Eulers formel ger detta olikheten

2F E
O=F—E+V—2§?—E—i—‘/—2=—§+V—27
det vill sdga

§§V—2<:>E§3V—6.

(b) For denna graf giller att V =7 och E = 16. Eftersom
3V-6=15<16=FE

ger (a) att grafen ej ar plandr, alltsd att den ej kan ritas i planet utan
korsande kanter.

(a) For att visa att C” ar linjar riacker det att visa att summan av varje
par av kodord ocksa r ett kodord. Lat nu (a,b,a+0b) och (a’,V',a’ 4+
b') vara tva kodord. Summan av dessa kodord &r

(a,b,a+0b)+ (a',b,a" +b) = (a+ad,b+V,a+b+d +V)
= (a+d,b+¥,(a+a)+ (b+D)).



Eftersom C' &r en linjar kod har vi att de tva orden a” = a + a’ och
b = b+ b tillhor C. Alltsa ar

(a+a b+, (a+a)+b+b) = (a0, +V)

ett kodord i C’. Slutsatsen ar att C” ar linjar.

Det minimala avstandet i C' &r minst d = 2e+1. Eftersom C' &r linjér
ar detta ekvivalent med att varje nollskilt kodord i C' innehéaller minst
d ettor. Lat ¢ = (a,b,a + b) vara ett nollskilt kodord i C’. Vi vill
visa att ¢ innehaller minst 4e 4+ 2 = 2d ettor. Vi delar in i fall:

o a=0. Daédrc=(0,b,b), och b ar nollskilt. Eftersom b innehaller
minst d ettor kommer ¢ att innehalla minst 2d ettor.
o b=0. Da &r ¢ = (a,0,a), och a &r nollskilt. An en gang drar vi
slutsatsen att ¢ innehaller minst 2d ettor.
o a och b ar bada nollskilda. Da har vi nollskilda kodord fran C
pa de tva forsta positionerna i ¢ och ddrmed minst 2d ettor.
Alltsa innehaller varje nollskilt kodord i C’ minst 2d ettor.

Eftersom C’ ar linjar enligt (a) och eftersom varje nollskilt kodord
i C’ innehaller minst 4e 4+ 2 ettor enligt (b) kan vi dra slutsatsen
att det minimala avstandet i C’ ar minst 4e + 2. Alltsa ar koden
2e-rattande, ty

2-2e)+1=4de+1<4de+2.



7.

(a)

Lat fo(r) beteckna det kromatiska polynomet till G. Hornet i mitten
ar sammanbundet till samtliga 6vriga horn, vilket innebar att

fa(r)=r-fu(r—1),

dér H &r den graf som erhalls om vi tar bort hornet i mitten. Notera
att H sammanfaller med den cykliska grafen C4. Detta innebér att

fu(r) =r@r—1)(r* = 3r+3).
Alltsa har vi att

fa(r) refutr =1 =r@r—=1)(r—2)((r—-1)*=3(r—-1)+3)

r(r—1)(r —2)(r? = 5r + 7).

Numrera hornen enligt foljande figur:
1

3

For varje element 7 i den dihedrala gruppen, lat G/7 vara grafen
med ett horn for varje bana under m och med en kant mellan tva
banor A och B om det finns tva sammanbundna hérn a och b sadana
att a tillhor banan A och b tillhor banan B. Enligt sats ges antalet
ekvivalensklasser av fargningar av

5 1
fa(r) = m 24 fayx(r).

Vi har féljande tabell:

| n | Cu/m |
@1H2)B)H) | G
()(1234) 0
() (1432) 0
(z)(13)(24) Ky
()(14)(23) 0
()(12)(34) 0
(z)(13)(2)(4) | Ky —e
(@)(24)(1)3) | Kyi—e

Har later vi 0 beteckna grafer med en 6gla; sadana grafer gar ej att
farglagga. K4 — e betecknar en graf som erhalls fran K, genom att
ta bort en kant. Exempelvis har vi i fallet da = = (13)(2)(4) att G/=
har hérnméngden {13,2,4,z} och en kant mellan alla par av hérn
utom mellan 2 och 4. Nu &r

freg(r) = r(r =1)(r = 2)



och
fri—e(r) =r(r =1)(r = 2)*

Detta ger tillsammans med (a) att

z 1

fa(r) = m(fc(?")+fK3(7‘)+2fK4fe(7‘))

= é(T(T_1)(7”_2)(7”2—57“+7)+7“(r—1)(r—2)
+2r(r — 1)(r — 2)?)
= W((r2—5r+7)+1+2@—2))

r(r—1)(r —2)(r? — 3r +4)
3 .




