KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2011-12-21, kl. 14.00-19.00.

SF1602 Diffint (envariabel), for F.

Hjélpmedel: penna, papper, suddgummi.

For att tillgodordkna sig resultat fran denna del krivs kridvs minst 5 av 6 moduler godkénda fran
Del 1. For betyg A krivs 28 poéng, for betyg B krivs 20 poing, och for betyg C krivs 12 poéng.
Losningarna skall motiveras vél!

TENTAMENSSKRIVNING: DEL 2

11. Vi betraktar funktionen

62x

B

f(x)

Rita grafen till funktionen, med indikation om var funktionen véxer och var den avtar,
eventuella asymptoter, och konvexitet-konkavitet samt eventuella inflexionspunkter. (5)

Funktionen har 2 = 0 som vertikal asymptot, eftersom vi delar med x och €® = 1.
Dessutom har vi

lim f(z) =0,
r— —00
vilket gor y = 0 till horisontell asymptot. Nagra fler asymptoter finns ej, eftersom
exponentialfunktionen e~ vixer for snabbt da x — +o00.

Vi deriverar:
20 -1 o,
3.2 e, x # 0.

fx) =
Detta ger att f'(z) > 0 om # > %, och f'(z) < 0 om # < % och  # 0. Funktionen
ar alltsa strangt viixande pa intervallet ]%, +00], och stringt avtagande pa intervallen
] — 00,0[ och |0, 3. Vi deriverar nu en gang till:

4o — 4z + 2
" _ 2z
P@) = =g
Eftersom 422 — 4z +2 = (20— 1)2 +1 > 1 ser vi att f”(x) < 0 pa intervallet | — 0o, 0[
samt att f”(x) > 0 pa intervallet 0, +oo|. Dérfor dr f(z) stringt konkav pa | — oo, 0],
och strangt konvex pa ]0, +ool. Inflexionspunkter saknas. P g a tekniska problem avstar
vi fran att rita upp grafen.

12. Betrakta den generaliserade integralen

—+oo
/ arctan(5z) d,
0 zf

dar [ ar en reell parameter. Avgor for vilka 3 som integralen konvergerar. (5)

V.g. vind!
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Vi delar upp integrationen i tva delar:

/+oo arctarﬁl(Sx) e — /1 arctar;(5x) i /+0<> arctarﬁl(5x) .
0 z 0 B 1 L

Eftersom 7 < arctan(5z) < 5 pa (1, +oo[, kan vi gora jamforelsen

T [T dx o0 arctan(5z) T [T dz
4 PR 2B dr < 5 2B
4 /; /5 L 1/5 Z 2 1/5 &
Integranden &r positiv, och jamforelsekriterier kan anvindas. Vi vet att integralen
/+°° dx
1/5 zh
konvergerar precis da § > 1. Avseende integralen pa |0, %], kan vi sdga att
5T 1
> < arctan(bz) < bz, 0<z< R

sa att

1/4 1/5 1/5
[ g [,
2/, P 0 P 0 P

Integralen

konvergerar precis da § < 2. Detta innebér att var integral konvergerar om och endast
oml< (<2

En dag borjade snon falla och det fortsatte att snéa med jamn hastighet under nagra
timmar. En snéplog med den speciella egenskapen att dess hastighet a&r omvéant propor-
tionell mot snotackets tjocklet startade kl 12.00. Det visade sig att den tillryggalade
en dubbelt sé lang vagstricka under den forsta timman som under den andra. Néar
borjade det snoa?

Lat oss sétta tiden sa att klockan 12.00 motsvarar ¢ = 0. Lat nu s(¢) beteckna den
tillryggalagda vagstriackan vid tiden ¢; da &r forstas s(0) = 0. Nu géller att

s(t) = —— 0<t< 400,

dér T betecknar antalet timmar sedan det borjade snoa, enligt modellen for snofallet
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och plogens egenskaper. Det foljer dessutom ur uppgiften att
25(2) = 35s(1).
Eftersom
s(t)=Cln(t+T)—-CInT

blir saledes
2(Cln(24+T7T)—-ClnT)=3(Cln(1+7T)—CInT).

Om vi delar med C 6verallt blir
2(In(2+7)—InT)=3(In(14+T7)—-InT),
vilket leder till
2In(2+7T)—-3In(1+T)+InT =0,

dvs
TR+T)=(1+T)>.

Detta ar en ekvation av tredje graden dar hogstagradstermerna tar ut varandra:
T(T? +4T +4) = T3 + 3T% + 3T + 1,

sa att
T°+T-1=0.
Denna ekvation har l6sningarna

_—1+45

T
2

varav den negativa losningen dr orimlig. Det hade alltsa gatt
~1+V5
2

timmar sedan snofallet borjade kl 12.00.

Under vissa omstdndigheter dimeriseras butadien (C4Hg) enligt formeln 2C,Hg —
CgHjs. Detta sker med en hastighet som &r proportionell mot kvadraten pa koncent-
rationen. Om koncentrationen av butadien vid tiden ¢t = 0 &r ¢y (vi antar att ¢y > 0),
och proportionalitetskonstanten ér k, hur varierar da koncentrationen med tiden?

(5)

Lat ¢ (t) beteckna koncentrationen av butadien, och c2(t) koncentrerationen av dime-
riserat butadien. Da har vi ¢;(0) = ¢y och ¢2(0) = 0 [vi antar att dimeriseringen #&nnu
inte startat vid ¢ = 0]. Enligt den kemiska reaktionen géller att 2c¢;(¢) + c2(t) = 2c.
Derivering av bada sidor ger att 2¢} (t) +c5(¢) = 0. Enligt antagandet om reaktionshas-
tigheten giller att ch(t) = k[c1(¢)]?. Detta ger (med ko = k/2) att c;(t) = —kolc1(t)]?
som &r en autonom ekvation. Losningen blir

1 Co

t = =
CI( ) A + kot 1+ koC()t,

dér integrationskonstanten A redan identifierats.

V.g. vind!
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16.

17.

Bestdm alla reella l6sningar till ekvationen
Y+ 4y = 22

Bestdm déarefter den 16sning som har begynnelsedata y(0) = 0, y'(0) = 0.

Vi lser forst den homogena ekvationen y” + 4y = 0. Vi far karakteristiska ekvationen
r24+4 = 0 med de rent imaginéra roétterna r = £2i. Detta ger den allminna homogena
16sningen y, = Cj cos(2x) + Cysin(2x). Vi soker dérefter en partikuldrlésning y, pa
formen y, = az? + bz + c. Instoppning ger

2a + dax?® + 4bx + 4c = 22,

och vi ser att a =1/4, b =0, ¢ = —1/8. Detta ger den allménna 13sningen

1 1
Y=Yp+Yn= 11'2 3 + C cos(2x) 4+ Cy sin(2z).

Bestim ekvationer for tangent och normal till kurvan % + 5y* = 21 i punkten (2,1).

Implicit derivering av ekvationen z# 4+ 5y* = 21 ger att 4z3dz +20y>dy = 0. Stoppar vi
in punkten (2, 1) blir sambandet 32dx 4+ 20dy = 0. Ekvationen for tangenten blir hirur

32(x —2) +20(y — 1) =0.
Ekvationen for normalen blir istallet

20(x —2) —32(y — 1) = 0.

Bestam virdet pa den reella parametern (3, sa att granvirdet

. sin(Ba3) — Ba® + 2°
lim
250 215

existerar. Bestdm sedan dven grinsvérdet.

(5)



Enligt Maclaurins formel har vi

t3 t5 .
sint =1t — — 4+ — +t'B(t
o 6 Tz TUBW:
dér B(t) dr en begrinsad funktion. Om vi stoppar in t = Bz far vi
3.9 5,.15
sin(Bz3) = Bz — o + fz + 37221 B(B?).
6 120
Darfor ar
3 5..15
sin(fz?) — gz + 2% = (1 — 5 20 + Pz + 3722 B(Ba?),
6 120
och vi ser att
/8 — 61/3
for att gransvirdet ska existera. Vi far da
sin(Bz3) — Bx3 + 2° B 3° E B 6°/3

15 120

da x — 0.

— 4+ ﬁ7xﬁB(ﬁx3) —

120 120



