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Primitiva funktioner

DEFINITION: En funktion F(x) ar primitiv till f(x) pa ett
intervall | om F'(x) = f(x) pa I.

NOTATION: Vi skriver
/f(x) dx

for att beteckna en godtycklig primitiv funktion till f(x) pa ett
tankt intervall.
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Nadgra exempel

EXEMPEL: Vi finner att

Xa+1
/xo‘dx: + C,
a+1

dar C ar en godtycklig konstant (o # —1). Dessutom galler t ex

(a #0)

= arcsinx + C.

dx
edx = a te™ + C, /
/ V1 —x2

En anvandbar regel:

Fi(x) =In|f(x
/f(x) dx = In |F(x)] + C.
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Teknik: partiell integration

Det ar i allmanhet en svar uppgift att fiska fram en primitiv
funktion till en given funktion. N&gra allmanna tekniker finns dock
till var hjalp.

PARTIELL INTEGRATION: Om F(x) ar en primitiv funktion till
f(x), sa galler att

/ F)g(x) dx = F(x)g(x) — / Fx)g(x) dx.

Partiell integrations-formeln foljer ur produktregeln for derivatan.
EXEMPEL: Berakna

/xexdx, /In xdx.
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Teknik: variabelsubstitution

VARIABELSUBSTITUTION: Om f har en primitiv funktion F
och g ar deriverbar, sa galler att

[ fle®)e' 0ot = Flg(0) + .

Denna regel for integration foljer ur kedjeregeln for derivatan.

EXEMPEL: Bestam

/ﬂdx

med hjalp av variabelbytet x = sin t.
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Rationella funktioner: partialbrdksuppdelning

Antag att vi vill finna en primitiv funktion till f(x), om f ar
rationell, dvs
g(x)
f(x) =
dar g och h ar polynom. Vi skriver forst med hjalp av
polynomdivision

F(x) = alx) +

dar g och r ar polynom, och r har grad r < grad h. Vi méste nu
betrakta kvoten r/h.
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Rationella funktioner: partialbraksuppdelning (2)

STEG 1: FAKTORISERA NAMNAREN: Vi faktoriserar
namnaren (vi kan anta att hogstagradskoefficienten &r 1):

h(x) = (x = 21)(x = 22) - -+ (x = zn),

dar n = grad h samt z,..., z, ar h:s alla komplexa rotter. Vissa
av dessa rotter kan sammanfalla. Dessutom — eftersom h antas
vara ett reellt polynom — ar rotterna antingen reella eller ar
komplexkonjugerade par.
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Rationella funktioner: partialbraksuppdelning (3)

STEG 2: Vi hoppas nu att

r(x c c
(x) L o+
h(x) x—=z X — zp

dar konstanterna ci, ..., c, kan vara komplexa. Om alla rotterna
z1,...,2, ar olika ar detta sant. Om vissa av rotterna
sammanfaller, maste vi ta till nya termer. T ex om z; forekommer
dubbelt maste vi lagga till en term av typen

A
(x —z1)%
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Rationella funktioner: partialbraksuppdelning (4)

EXEMPEL: Partialbraksuppdela

x+1 2x+5 X+5
(x+2)(x+3)" (x+2)2(x+3) x3(x2+1)
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Lat d
In(X):/(X2+a)n'

D3 visar man m h a partiell integration att

In(x) = + 2nly(x) — 2anl,11(x).

X
()

h(x) ar latt att fa fram; de andra kommer iterativt ur ovanstaende.
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