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Funktioner definieras abstrakt som en sorts “maskin” som tar ett
input och producerar ett output; maskinen antas forutsagbar, sa
att om vi kor samma input igen fér vi dterigen samma output. Jag
brukar ta som exempel en apelsinjosfabrik: dar stoppar man in
apelsiner, och ut kommer fardig jos. Tar vi t ex blodapelsiner far vi
motsvarande jos. Men forsoker vi stoppa in applen gar maskinen
sonder. Man maste namligen stoppa in apelsiner, inget annat.

En funktion har en definitionsmangd, i detta exempel alla mojliga
sorters apelsiner. Vardemangd har den ocksd, namligen alla
mojliga olika sorters jos vi kan fa.

F30: Kurssammanfattning Diffint



Inverterbara (invertibla) funktioner

Om varje jossort bara kan komma fran ett slags apelsiner, sager vi
att funktionen ar inverterbar. Mer allmant: En funktion f ar
inverterbar (invertibel) om varje varde bara tas en gang, dvs om

f(x)="Ffy) = x=y.

Observera att detta ar valdigt likt villkoret att f ar en funktion,
vilket kan skrivas

x=y = f(x)="f(y).
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Inversfunktionen

En jamforelse av de tva villkoren gor att vi inser att om f ar
inverterbar s3 finns en funktion f—! — som vi kallar
inversfunktionen — s3 att

FF))=x f(F () =y,

for alla x ur definitionsmangden och alla y ur vardemangden.
Detta skriver vi formellt som att

f~tof(x) = x, fofy)=y,
med konventionen att skriva

fog(x) = f(g(x))-
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Exempel pa inversfunktioner

Om vi betraktar funktionen
f(x)=x"

for ett heltal n och alla reella x sd blir funktionen inverterbar bara
for udda n. Vi skriver da inversfunktionen

y=Ff(x)=x"&x= f_l(y) :yl/”.

For n =0 har vi
fx)=x"=1

mer eller mindre per definition, sa i det fallet blir funktionen gj
inverterbar. Men om n # 0 ar jamnt, kan vi bilda restriktionen av
funktionen till positiva x, och i s3 fall kan vi bilda en invers:

y=Ff(x)=x" (x>0 & x=Ffy)=y"" (y>0)
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Polynom och rotter

Ett polynom p(x) kan skrivas som
p(x) = ao + a1 x + X’ 4 ..+ apx",

dar vi kan anta att a, # 0. Heltalet n kallas polynomets grad.
Konstanta polynom har grad 0, rata linjer med nollskild lutning har
grad 1. Talen ag, a1,..., a, kallas koefficienter. Om dessa ar
reella har vi ett reellt polynom, om de ar komplexa har vi ett
komplext polynom. Alla tal x sddana att

p(x) =0

kallas rotter eller nollstallen. En del rotter ar reella, andra kan
vara komplexa.
Ett viktigt resultat ar foljande.

SATS. Ett komplext polynom p av grad n har n stycken komplexa
rétter (varav en del kan sammanfalla i t ex dubbel- eller
trippelrétter).

F30: Kurssammanfattning Diffint



Polynomfaktorisering

Beviset av denna sats faller utanfor denna kurs. Via elementar
polynomdivision far vi foljande foljdsats.

FAKTORISERINGSSATS. Varje komplext polynom p(x) av grad
n kan skrivas

n

p(x) = an H(X —zk) = an(x — z1)(x — z2) - - - (x — zp).

k=1
Harvid ar z1, . .., z, polynomets alla komplexa rotter.

Obervera produktnotationen ovan.
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Reella polynom

Om vi har ett reellt polynom p(x) kan man visa att om
Zxk = Xk + Iy

ar en komplex rot, s ar aven det konjugerade talet
Zk = Xk — iyk

en rot (detta kan sigas bero p3 att talen i och —i har samma
egenskaper algebraiskt). Om zy ar reellt, dvs yx = 0, ger detta
ingen extra information. Men om z, ar dkta komplext, dvs
icke-reellt, far vi faktiskt viktig information. Vi far i sd fall den
reella faktorn

(X — Zk)(X — Zk) = X2 — (Zk + Zk)x + zpz)
= x? —2xkx+x,f+y,f

i faktoriseringen av polynomet p(x).



Reella polynom

REELL FAKTORISERINGSSATS. Ett reellt polynom kan
faktoriseras som produkten av

1. en konstant,

2. enkla faktorer av typen x — z; med z reellt, samt

3. andragradsuttryck av typen ovan.
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Rationella funktioner — polynomdivision

En funktion av typen

dar p, g ar polynom (g(x) far ej vara = 0 Overallt), sigs vara
rationell. Observera analogin med rationella tal. Om p har samma
grad som gq, eller annu storre, kan vi anvanda polynomdivision for
att skriva om ) )
X X
r(x) PX) _ P(x) + PL
q(x)
dar nu p; har lagre grad an g, och P(x) ar ett polynom.

)
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Rationella funktioner — partialbrdksuppdelning

Vi faktoriserar q i forsta- och andragrads-faktorer. Vi forenklar for
oss och antar att inga sadana faktorer ar dubbla. | s3 fall kan
vi skriva p1(x)/q(x) som en summa av termer av typen

Ck

X —zi'

dar zy ar en reell rot till g(x) och ¢k &r en reell konstant, samt
termer av typen
CrXx + di

x2 — 2xux + x2 + y2’

om zx = xk + iyk ar en icke-reell rot till p(x), och c, di ar reella
konstanter.
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Binomialsatsen

L3t binomialkoefficienten () definieras av

(%) = 7o

dar i allmanhet m-fakultet definieras av
m=1-2-3---(m—1)m,

for heltal m, n, k. D& har vi

(a+b)" = zn: (Z) a"kpk.

k=0
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Gransvarde och kontinuitet

En funktion f(x) sags vara kontinuerlig i x = xp om

f(x0) = lim f(x).
X—Xp
En funktion f(x) sags vara kontinuerlig pa ett intervall om den
ar kontinuerlig i varje punkt pa intervallet.
OBS: De flesta funktioner vi hittar pd — utan att sy ihop olika
funktioner eller dela med noll — ar kontinuerliga.
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Egenskaper hos kontinuerliga funktioner

Ett kompakt intervall ar ett intervall [a, b] dar a, b ar reella och
a<b.

SATS. En kontinuerlig funktion avbildar ett kompakt intervall pa
ett kompakt intervall. Speciellt antas max och min, samt alla
varden mellan dessa.
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Derivatans definition

Derivatan av funktionen f(x) i punkten x = xo definieras som
. f(XO + h) — f(Xo)
f! = .
(x0) Pt h
Grafiskt motsvarar detta tangentens riktningskoefficient. Om x ar
tid, och f(x) en partikels position vid tiden x, motsvarar f'(xp)
hastigheten i x = xp. Vi skriver aven

0= r(x).
Funktionen f(x) ger alltsd upphov till en avledd funktion f'(x) (jfr
tyskans Ableitung och franskans derivée). Denna ger i sin tur
upphov till ytterligare en avledd funktion ”(x), andraderivatan. Vi

far sedan tredjederivatan f”/(x), mer allmant n-te derivatan
f(")(x), och vi skriver ibland

d"f
dx”
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Deriveringsregler

1. (af (x) + bg(x)) = af’(x) + bg’(x), om f(x), g(x) ar
funktioner och a, b konstanter.

2. Produktregeln: (f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x).

3. Kvotregeln: (f(x)/g(x)) = (f'(x)g(x) — f(x)g’(x))/(g(x))*
4. Kedjeregeln: (f(g(x))) = f'(g(x)) g'(x).
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Extrempunkter

En lokal extrempunkt ar en punkt dar vi har ett lokalt max eller
min. En punkt ar inre om den inte ar randpunkt till vart givna
intervall dar funktionen ar definierad.

SATS. Om funktionen f(x) har ett extremvarde i en inre punkt xo,
s3 galler att f'(xp) = 0.

Beviset bygger pa att vi anvander derivatans definition.
OBS. Omvandningen ar osann i allmanhet.
Punkter xp dar f'(xo) = 0 kallas stationéra.
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Medelvardessatsen

Antag att funktionen f(x) ar kontinuerlig pa det slutna intervallet
[a, b], och deriverbar i det ppna intervallet ]a, b|.

MEDELVARDESSATSEN. Det finns minst en punkt £ €]a, b
sadan att

f(b) - f(a) = f'(§)(b— a).

Beviset bygger pa att
f(b) — f(a)

b—a
uttrycker lutningen av det linjesegment som forbinder grafens
andpunkter. Man subtraherar den funktion som uttrycker
linjesegmentet, och differensen blir noll i bdda andpunkter. Om
inte differensen ar identiskt noll maste den ha en extrempunkt
x = . Detta ar den sokta punkten.
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Tillampningar av derivatan

Kurvritning. Vi anvander t ex derivatan for att hitta max eller
min, eller mer generellt vid kurvritning. Teckenstudium av
forstaderivatan ar viktigt for att avgora om funktionen vaxer eller
avtar. Teoretiskt baserar sig detta pd Medelvardessatsen.
Dessutom behover man tanka pa eventuella asymptoter. En
asymptot ar en rat linje som kurvan narmar sig mot oandligheten.
Det finns horisontella, sneda, och vertikala asymptoter.
Andraderivatans geometriska betydelse ar att dess tecken avgor om
funktionen ar konvex eller konkav.
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Primitiva funktioner

Givet en funktion f(x), sager vi att en funktion F(x) ar en
primitiv till f(x) om

F'(x) = f(x), x el

dar | ar det intervall vi jobbar pd. Man vet att pd ett sddant
intervall | ar de enda losningen till

G'(x) =0, xel

de konstanta funktionerna. Detta innebar att om F(x) ar en
primitiv till f(x), s& ar alla primitiver pa / till f(x) av formen

F(x)+ C,

dar C ar en konstant.
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Primitiva funktioner

Vi later

/ f(x) dx

beteckna den allmanna primitiva funktionen till f(x), och skriver

alltsa
/f(x) dx = F(x)+ C
T ex har vi
Xn+1
/x" dx = + C,
n+1
om n # —1.
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Partiell integration

Partiell integration kommer ur produktregeln for derivatan.
Formeln lyder

/f(x)g(x) dx = F(x)g(x) — /F(x)g'(x) dx,

dar F(x) ar en primitiv funktion till f(x).
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Variabelsubstitution

Variabelsubstitution kommer ur kedjeregeln for derivatan. Formeln

lyder
[/f(x) dx] o :/f(x(t))x’(t) dt.
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Integrationsmetoder

Om man har en klurig integral kravs ofta en kombination av
metoder, som variabelsubstitution (kraver ofta ett listigt val av
substitution) och partiell integration (kraver ett listigt val av
produktuppdelning av integranden). Dessutom kan man i friga om
rationella funktioner ha gladje av partialbraksuppdelning, vilket
diskuterats tidigare.
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Riemannintegralen

Riemannintegralen skapades i ett systematiskt forsok pa
1800-talet att rigorost fa fram de resultat redan Isaac Newton
harledde (mer intuitivt) 1666. Den kan jamféras med den lite
senare och annu battre Lebesgueintegralen, vilken inte ingar i
denna kurs.

Riemannintegralen forsoker [6sa problemet att berdkna arean under
kurvan (med tecken!) pa ett intervall [a, b] med hjilp av s k
oversummor och undersummor. Om Gversumman och
undersumman konvergerar mot samma tal d3 intervallindelningen
gors finare, sd sags funktionen (vi kallar den f(x)) vara
Riemannintegrerbar, och gransvardet betecknas med

/a i F(x) dx.
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Riemannsummor

Om man istallet for att valja max och min av funktionen p3 varje
delintervall valjer ett (valfritt) funktionsvarde pa delintervallet
kallar man motsvarande summa for en Riemannsumma. D3 galler
enligt en sats att om funktionen ar Riemannintegrabel
(integrabel=integrerbar) s& kommer Riemannsumman att
konvergera mot integralen om forfiningen (langden pa storsta
delintervallet) gar mot noll, forutsatt att funktionen ar
Riemannintegrabel.

SATS. Varje kontinuerlig funktion pa [a, b] ar Riemannintegrerbar
pa [a, b].
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Integralkalkylens medelvardessats

Antag f(x) ar kontinuerlig pa [a, b].
MEDELVARDESSATSEN. Det finns en punkt & € [a, b] sddan
att

b
/ f(x)dx = f(&)(b— a).

Med andra ord antar funktionen sitt medelvarde pa intervallet. Det
beror pé satsen om mellanliggande varden och forstds pa att
funktionen ar kontinuerlig. Medelvardessatsen ar viktig for beviset
av Analysens Huvudsats (Integralkalkylens Huvudsats).
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Integralkalkylens huvudsats

Vi antar att f(x) ar kontinuerlig pa intervallet [a, b].

INTEGRALKALKYLENS HUVUDSATS. Funktionen
5(x):/ f(t)dt,  x€[ab]
a

ar en primitiv till f(x), dvs

S'(x) = f(x), x €]a, b|.

OBS. S’(x) = f(x) galler dven i dndpunkterna a, b om vi tar
derivatan i hoger- eller vanster-mening, respektive.
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Insattningsformeln

Vi antar att f(x) ar kontinuerlig pa intervallet [a, b].

SATS. Om F(x) ar en primitiv till f(x) sa galler

/b F(£) dt = F(b) — F(a).

Denna sats far vi latt ur Integralkalkylens Huvudsats.
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Generaliserade integraler

Ibland vill vi kunna integrera en obegransad funktion pa [a, b], eller
integrera Over ett obegransat intervall som t ex [0, +oo[. Det ar
inte mojligt direkt med Riemannintegralen, eftersom over- eller
undersummor blir oandliga. Detta problem loser vi genom att
integrera i vanlig mening over ett lite mindre intervall, och sedan
Idta intervallgranserna gd mot de onskade. Resultatet blir en
generaliserad Riemannintegral.

Exempel.

oo dt . T dt . 117 . 1
— = |im — = l|lim —— = |im 1—==1.
1 t2 T—+o0 Jq t2 T—+oc0 t 1 T—+oc0 T
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Tillampningar av integraler

Vi anvander integraler for att berakna volymer och areor. T ex har
vi skivformeln for att berakna volymer. Aven kurvors langd, och
masscentra har berorts. Dessutom kan generaliserade integraler

jamforas med serier for att avgora konvergens hos serier (Cauchys
integralkriterium).
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Differentialekvationer

En (ordinar) differentialekvation av ordning n kan skrivas
Fix,y,y',y",....,y(M) =o0.
Ofta foredrar man att l6sa ut y(”), och skriva pa formen
y(n = fx,y,y,... ,y(”*l)).
Om ordningen n = 1 skriver vi t ex
y'=f(xy).

Ekvationen ar autonom om x-beroende saknas, dvs t ex om n=1
sa

y' =f)
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Differentialekvationer av ordning 1: riktningsfalt

Vi betraktar differentialekvationen

y' =1f(x,y),

och ritar upp for varje punkt (x,y) i planet ett kort linjesegment
med riktningskoefficient f(x,y). Vi far ett riktningsfalt. Vi anar
intuitivt att losningarna borde vara entydigt bestamda av
begynnelsedata av typen

y(x0) = yo.
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Autonoma differentialekvationer av ordning 1: fasportratt

Vi betraktar differentialekvationen

y'=f(y),

dar f antas kontinuerligt deriverbar. Alla punkter y sa att
f(y) = 0 kallar vi stationdra punkter. Om yp ar en sidan
stationar punkt saar

y(x) = yo

en |osning till differentialekvationen. Antag nu att det bara finns
andligt manga stationara punkter; mellan tva efterfoljande sddana
har f(y) ett bestamt tecken. Om f(y) &r positiv, ritar vi en pil &t
hoger; om f(y) ar negativ, ritar vi en pil 4t vanster. Motsvarande
gors aven langst till vanster och langst till hoger. Vi har ritat ett
endimensionellt fasportratt. Losningarna kommer med tiden (x
tanks nu som en tidskoordinat) att folja pilarna.
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Separabla differentialekvationer

Vi vill l6sa differentialekvationen

y'=f(x)gly).

Vi skriver om den som

() = f(x) dx.

Slutligen integrerar vi pa bagge sidor:

/g‘g) ~ [ i) ae

Detta ger en ekvation som involverar en integrationskonstant som
fri parameter.
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Linjara differentialekvationer

En allman homogen differentialekvation av ordning n skriver vi som
Llyl(x) =0,
dar
LIY10x) = an(x) Y + an-10) y"D .+ a0(x) y
ar en linjar differentialoperator. Detta innebar att
Lly1 + yol = L] + L]ye]

samt att
Llay] = aL]y]

for konstanter «. Den allmdnna (homogena) I8sningen involverar n
st fria konstanter Cy, ..., C, (forutsatt att vi antar a,(x) # 0) och
kan skrivas

y(x) = yn(x) = Gyi(x) + ...+ Cayn(x),

dar y1,...,yn ar en bas av losningar.
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Linjara differentialekvationer: inhomogena

Den allmanna losningen till det inhomogena problemet

Llyl(x) = g(x)

kan skrivas
y(x) = yp(x) + yn(x),

dar yp(x) ar en partikularlosning, och yj(x) ar den allmanna
homogena losningen.
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Linjara differentialekvationer av ordning 1

Vi har
Yy +a(x)y = g(x).

Ekvationen loses med s k integrerande faktor,
(eA(x)y)/ _ eA(X)g(X),

vilken 16ses med integration. Har ar A(x) en primitiv till a(x).
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Linjara DE av ordning 2, konstanta koeff

Vi betraktar det homogena problemet
/" /
y'+awy +ay =0,
och gissar en exponentiallosning
y(x)=e
Vi far den karakteriska ekvationen
2 _
r‘+air—+ay =0,

vilken har tva rotter i allmanhet. Beroende pd hur rotterna hamnar
far vi olika beteende hos losningarna.
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Linjara DE av ordning 2, konstanta koeff

| samband med det inhomogena problemet
y' 4 ay’ + aoy = g(x),

aterstdr att bestamma en partikularlosning y,(x). Om g(x) ar en
summa av termer av typen exponentialfunktion ganger polynom,
visar det sig att en losning y, kan finnas av samma typ.
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Taylors formel

Se anteckningar om Taylors formel fran F25-F27.
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