Matematiska Institutionen
KTH

Kompletterande l6sningar till problemen 6, 7c och 8 vid tentamensskrivningen
pa kursen Linjar algebra II, SF1604, den 15 december 2011.

6. (5p) (ON-system) Volymen av en ellipsoid &r lika med 4mabe/3, déar a, b och ¢ &r
lika med ellipsoidens radier, dvs de halva lingderna av ellipsoidens huvudaxlar. Visa
att de punkter (z,y, z) som satisfierar nedanstaende olikhet utgor en ellipsoid och
bestdm dess volym

P4y 4+ < S(eytrztyztaty+2).

Wl

Losning: For att fa ldttare tal att rdkna med multiplicerar vi olikheten med 3 och
subtraherar vénstra ledet:

32+ y* 4+ 22) = 2wy +az+yz) =2 +y+2) <0.

Vi kan nu uttrycka den kvadratiska formen i olikheten ovan med hjilp av en sym-
metrisk matris

3 -1 -1 x
(xy2)| -1 3 -1 y | —2(x+y+2) <0.
-1 -1 3 z

Matrisens karakteristiska ekvation det(A — AI) = 0 har roten A = 1 (vilken vi
funnit genom gissning) samt dubbelroten A = 4. Tillhérande egenvektorer bestdms
pa sedvanligt siatt och vi finner med hjélp av dessa den ortogonala diagonaliseringen
av matrisen i foregaende ekvation

1/vV3  1/V2 16 100 V3 13 1/V3
1/vV/3 —1/vV2  1//6 04 0 1/vV2 —1/V2 0
1/vV3 0 —2/V6 00 4 1/v/6  1/V/6 —2/6

Vi infér nya koordinater med hjilp av ortogonalmatrisen Q ovan till vénster:

T 1/vV3  1/vV2  1/V6 '
y | = 1/v3 =1/v2 1/V6 || ¥
z 1/V/3 0 —2/v6 2

eller ekvivalent

8

! 1/vV/3 1/V3  1/V3
= 1/vV2 —1/V2 0
z 1/vV6  1/vV6 —2/v6 z

~
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Vi uttrycker nu x, y och z som linjarkombinationer av z’, ¢’ och z’. Adderar vi dessa
linjarkombinationer far vi

z+y+z=132+0y 407,
Sa i det nya koordinatsystemet kan olikheten skrivas
2?4+ 4y? + 42" — 24/32' < 0.
Vi kvadratkompletterar nu och far
(' —V3)? =3 +4y?+42% <0

dvs
(x/_\/§)2+4y/2+42/2§3

Vi flyttar origot enligt transformationen nedan
.Z‘” _ l’/ _ \/5’ y// _ y/ Z” _ Z/
och i nya koordinatsystemet lyder da den givna olikheten
x//Q + 4y//2 + 421/2 < 3

Det &ar nu dags att berdkna volymen. Vi har enbart vridit koordinataxlarna, med

hjalp av ortogonalmatrisen Q, samt gjort en forflyttning av origot. Ingen av dessa
atgéarder har paverkat volymen. Koordinataxlarna utgor ellipsens axlar. Ytans skdrningspu
med z"-axeln far vi om vi sitter 4 = 0 och z” = 0 i ekvationen "% +4y"? +42" = 3,

och motsvarande for 6vriga axlar. Skiarningspunkterna blir da

(+£V/3,0,0),  (0,+£v3/2,0),  (0,0,+V3/2).
Sa ellipsoidens radier ar
a=+v3, b=+3/2 =132

alltsa

SVAR:
47 \/— V3 \/_ _ \/3r

DEL IIT (Om du i denna del anvander eller hdnvisar till satser fran ldroboken skall dessa
citeras, ej nodvéndigvis ordagrant, dér de anvénds i 16sningen.)

7. (a) (2p) -
(b) (3p) Undersok om det finns nagon ickesingulér symmetrisk matris B sadan att
1 1 3 1
Bl1]|=]1 och  lim B"| -3 |= 0

1 1 -1 -2



Losning: Vi observerar att

3 1 2
3= o|+]| -3
—1 —2 1
Sa for varje matris B med (2 —3 1) som en egenvektor horande till
egenvirdet A = 1/2 och med (1 0 — 2)¥ som egenvektorer horande till
egenviardet A = 1 géller att
3 1 2 1 1 2
B"| -3 | =B" 0 |+B"| -3 | = 0 |+5-| =3
1 =) 1 2 ) 2"\ 1
och som f6ljd déarav
3 1
imB"| -3 |=[ o]. (1)
n—oo
—1 —2

Vi visar nu att det finns en symmetrisk matris B som har de ovan angivna
egenvektorerna och som dessutom har vektorn (1 1 1)7 som egenvektor
horande till egenvardet A = 1.

Lat Ey och Ey; vara foljande delrum till R®:
Ey=span{(1 1 )", (1 0 —2)"}, E;p=span{(2 —3 1)"}

Vi observerar att Ej/, ér ortogonala komplementet till £;. Om vi da viljer
en ON-bas é; och é, fér E; och kompletterar med és till en ON-bas for R? sa
kommer es att tillhora Eo.
En matris B sadan att

1

Bélz]_-éh B62:1.é2, Bé3:§'é3’

ar da, enligt sats 7.3.1, symmetrisk. Eftersom den har egenrummen F; och
E1 5 kommer kravet i ekvation (1) att vara uppfyllt. Eftersom é;, &, och e; ar
linjért oberoende horande till egenvérden som &r skilda fran noll sa ar matrisens
determinant skild fran noll, och ddrmed &r matrisen ickesingulér.

8. (5p) En minsta kvadratlosning till Az = b séiges vara optimal om ||Z|| & minimal,
Finn alla optimala minsta kvadratlosningar till Az = b da

1 1 3 1 3

1 -1 1 -3 - 0

A = 1 1 3 1 och b= )
-1 1 -1 3 0

Lésning: Varje minstakvadratlosning satisfierar normalekvationerna A”Az = A”b,
dvs ekvationssystemet

40 8 —41[m 4
04 4 8||a]| |4
8 4 20 0| |as| |12
—48 0 20 | a4 4



Losningen till detta ekvationssystem, som vi far t ex med sedvanlig Gausselimina-
tion, &r

(1, T2, 3, 24) = (1=2s+t,1—5—2t,s,t) = (1,1,0,0)+s(—2,—1,1,0)+¢(1,—2,0,1).
eller ekvivalent

(1,1,0,0) — (21, 29, 23, 24) = s(2,1, —1,0) + t(—1,2,0, —1). (2)

Observera att med L = span{(2,1,—1,0),(—1,2,0,—1)} sa ar & = (z1, 22, T3, 24)
skillnaden mellan (1,1,0,0) och en vektor i L. S& & har kortast langd nér den &r
ortogonal mot L.

Den optimala losningen 7 till det ursprungliga systemet ges alltsa av minstakvadrat-
16sningen till foljande ekvationssystem for s och t:

(1,1,0,0) = s(2,1,—1,0) + t(—1,2,0, —1),

ol

Alltsa ger s = 1/2 och t = 1/6 insatt i ekvation (2) den optimala 16sningen

som har normalekvationerna

1 1 1
(21,22, 73, 24) = (1,1,0,0) = (2,1, =1,0) = (~1,2,0,-1) = (1, 1.3,1).

SVAR: (z1, 9, x3,24) = %(1, 1,3,1).



