Matematiska Institutionen
KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra, SF1604, den 14 mars 2011 kl
08.00-13.00.

Hjidlpmedel: Inga hjialpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen.
Betygsgrinser: (Totalsumma podng ar 40p.)

13 poéng totalt eller mer ger minst omdémet Fx
15 podng totalt eller mer ger minst betyget E
20 poing totalt eller mer ger minst betyget D
25 poing totalt eller mer ger minst betyget C
30 poing totalt eller mer ger minst betyget B
35 poéng totalt eller mer ger minst betyget A

Bonuspoing: Bonuspoédng erhallna fran lappskrivningar till kursen féor D under vt11
adderas till skrivningspoéngen. Generellt giller att bonuspoéng far anvéandas vid ordinarie
tentamen och vid forsta ordinarie omtentamenstillfille for respektive sektion, vilket for
sektion F liksom for sektion D &r den 9 juni i ar.

For full poédng krévs korrekta och vil presenterade resonemang.

DEL I

1. (bp) For ett eller flera virden pa talet a kommer ekvationssystemet nedan att ha
odandligt manga losningar. Bestdm dessa virden pa a samt bestdm samtliga losningar
till systemet for dessa a-véarden.

r + vy + z =1
r — Yy + az = 3
ar + y + z =1
Lo6sning: Gauss elimination ger
11 11 2 0 a+1|4 l—a O 0 |0
1 =1 a|3 | ~ 1 —1 a 3|~ 1 -1 a |3
a 1 1]1 a+1 0 a+1|4 a+1 0 a+1|4

I tablan ser vi att vi far odndligt manga losningar om och endast om a = 1. Med
detta virde pa talet a har vi tablaerna

0 0 010 0 0 00
1 -1 1|3 |~10 -1 0]1
2 0 24 1 0 1]2



Med z =t godtyckligt har vi att t =2 —t och y = —1 sa
SVAR: (z,y,2) =t(—1,0,1) + (2, —1,0).

. (5p) For den linjira avbildningen A pa R? giller att A(1,1,1) = (1,2,3), A(0,1,1) =
(4,5,6) och A(0,0,1) = (7,8,9). Bestdm avbildningens matris relativt standardba-
sen, bestdm A(3,2,1) samt bestam avbidningens kérna.

Losning: Vi anvinder Martins metod for att bestimma avbildningens matris:

11111 2 3 100/-3 -3 -3 1 00-3 -3 =3
01 1{456|~]1011]4 5 6 ~1010]|-3 =3 =3
00 1|7 89 o017 8 9 0017 8 9

Avildningens matris relativt standardbasen blir nu

-3 =3 7
A=| -3 -3 8
-3 -3 9

Vi finner A(3,2,1) med hjilp av matrismultiplikationen nedan

3 -3 =37 3 -8
Al 2 |=| -3 -3 8 2 | = -7
1 -3 -3 9 1 —6

sé A(3,2,1) = (=8, -7, —6).

Nollrummet ges av 16sningen till det homogena systemet

I 0 -3 -3 7 I 0
Al 2z | =10 dvs -3 -3 8 ro | =10
T3 0 -3 -3 9 XT3 0

som vi 16ser och hittar 16sningen

(%1,%2,1‘3) - t(17 _170) .

. (5p) Kolonnvektorn ( 1 3 2 )T ar en egenvektor till matrisen A nedan,

-1 2 =2
A= 0o -1 3
0 -2 4

Bestam matrisens samtliga egenvirden och egenvektorer samt en matris P sadan
att P~!AP ir en diagonalmatris.

Losning: Vi borjar med att hitta rotterna till den krakteristiska ekvationen det(A —
AL =0:

—1—-X 2 —2 B
0= 0 —1-X 3 |=—(\+1)
0 —2 4

1-Xx 3

o 4y D =3A+2)



sa rotterna ar A = —1, A = 1 och A = 2. Vi kan nu bestdmma egenvektorer pa sed-

T
vanligt sétt, men man ser kanske omedelbart att matrisen multiplicerar ( 1 00 )
T T
till vektorn ( -1 0 0 ) sa ( 100 > ar en egenvektor som hor till egenvéardet

T
—1. En enkel kontroll ger att den givna egenvektorn ( 1 3 2 ) ar en egenvektor
som hor till egenvardet A = 1.

Vi soker egenvektorer horande till egenviardet A = 2 pa sedvanligt sétt:

-3 2 =210 1 0 0]0
0 -3 3/0]~...~[0 —=11/0
0 -2 210 0 0 010

T
Eftersom detta ekvations sytem har l6sningarna ( 0t t ) sa kommer det egen-
rum som hor till egenvérdet A = 2 att vara

E, = Span{( 011 )T} .

Enligt vad vi fann ovan kommer 6vriga egenvektorer att vara vektorerma i egen-
rummen

E,lepan{(l 0 O)T} och E1:Span{(1 3 2)T}.

Den diagonaliserande matrisen P:s kolonner bildar en bas som bestar av egenvek-
torer:

11
P=|(0 3
0 2

i ]

DEL 11

4. (5p) I den vanliga 3-dimensionella rymden, och med koordinater givna i ett ON-
system, star vi i punkten P = (1,2,3) och betraktar planet = med ekvationen
2x + 3y — z = 13. Vi skickar tva ljusstralar fran P mot 7, en som gar vinkelrdatt mot
planet 7 och en som gar parallellt med vektorn (0, —1, 1). Dessa stralar traffar planet
7 1 punkterna () respektive R. Bestdm arean av triangeln med horn i punkterna P,
Q@ och R.

Losning: Vi bestammer forst kordinaterna for punkten R, som ju ar skdrningspunkten
melln linjen (z,y,z) = (1,2 —1t,3+1t) och ett plan med ekvationen 2z + 3y — z = 13
vilket ger for skdrningspunkten ett t-virde som skall satisfiera

2-14+32—-t)—3+1t) =13,

och alltsa att ¢t = —2. En punkt med detta t-virde pa stralen dr punkten R =
(1,4,1).



Langden av vektorn PQ ar lika med ldngden av PR:s projektion pa planets normal
(2,3,—1). Da PR = (0,2, —2) sa blir denna projektion

~1) 8
_1)(2,3,—1) = ;231

(0,2,-2) - (2,3,
(2737 _1) ’ ( 3,

Langden av denna projektion &ar

8
2,3,-1)|| = =22 + 32+ 12 =

=
H~

e

14
Triangeln P, ), R ar ratvinklig med den réta vinkeln i hornet ). Pythagoras sats
ger att langden av vektorn QR ges av

64 48

2 _ P 2 P 2 _Qq_ - _ ]
IQRIP = |PRIP - IPQIF =8~ T = T
Triangelns area blir alltsa

SVAR:

L8 VB _ 83
2 V14 V14 T
. (5p) Visa, t ex med hjilp av ett induktionsbevis, att talen
a, =4" 4+ (=3)",
satisfierar rekursionen
Ap = Qp_1 + 120,20, ag=2, a1 =1

for samtliga naturliga tal n =0,1,2, .. ..

Losning: Pastaendet ér sant for n = 0 och n = 1 ty uppenbarligen &r
494 (=3 =1+1=2 och 4" +(-3)!=4-3=1.
Vi visar nu att
p1 =4" P+ (=3)""1 och a,_o=4"24+(=3)"? = a,=4"+(-3)".
Den givna rekursionen ger da att
Up = Q1 + 120, 9 = 4"+ (=3)""1 4+ 12(4"72 + (=3)"7%) =

— 4n—1 +3. 4n—1 + (_3)n—1 —4- (_3)77,—1 —4. 4n—1 o 3(_3)77,—1 — 4" 4 (_3)n .
Enligt induktionsprincipen gller nu astaendet for alla naturliga tal n.

. (5p) Lat L beteckna det delrum till R® som spénns upp av vektorerna (1,2, —1,2, 1),
(1,3,-2,4,5) och (1,0, 1, —2, —7), dvs

L =Span{(1,2,-1,2,1),(1,3,-2,4,5),(1,0,1,-2, =7} .



Bestédm projektionen av vektorn (1,1,1,1,1) pa delrummet L.

Losning: Vi bestdmmer forst en bas for delrummet, genom att betrakta L som
radrummet till matrisen nedan, samt utnyttja att elementédra radoperationer inte

andrar radrummet.
1 2 -1 2 1

13 =2 4 5
10 1 -2 =7

Elementéra radoperationer ger

1 2 -1 2 1 1 2 -1 2 1
13 -2 4 5 |~|0 1 -1 2 4 N(é?iii)
10 1 -2 -7 0 -2 2 -4 -8

De tva raderna i denna matris ar en bas for L.

Med hjilp av Gram-Schmidts metod skapar vi nu en ortogonalbas for L.

Vi later e; = (1,2,—1,2,1) och

(0,1,-1,2,4) - (1,2,—1,2,1)

(1,2,—1,2,1)-(1,2,—1,2,1)

11
(0,1,-1,2,4) = (1,2, -1,2,1) = (-1,-1,0,0,3) .

ey =(0,1,-1,2,4) — (1,2,-1,2,1) =

Enligt formeln for projektion far vi nu att den sokta projektionen blir
(1,1,1,1,1)- (1,2, —-1,2,1) _ n (1,1,1,1,1) - (—1,-1,0,0,3) B
(1,2,-1,2,1)-(1,2, L2 1) " (—1,-1,0,0,3) - (-1, -1,0,0,3) 2
2
11

1 1
1,2,-1,2,1) + — (-1, -1 = —(4,9,-5,1 .
( Y ) ) 7 )+ 11( Y 707 07 3) 11( 797 57 07 8)

SVAR: (4/11,9/11,—5/11,10/11,8/11)

DEL III

Om du i denna del anvander eller hanvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, €j
nodvéandigvis ordagrant, diar de anvands i 16sningen.

7. Lat A vara en n X n-matris.

(a) (1p) Visa att om A? = I, dér I betecknar identitetsmatrisen, sa har A full
rang.

Losning:
A’=1 = det(A)det(A)=1 = det(A)#0

Enligt kind sats har en kvadratisk matris full rang om och endast om dess
determinant inte ar lika med noll.



(b) (2p) Visa att om A? = 0, diir 0 betecknar nollmatrisen, sa dr A:s rang hogst
lika med n/2.

Losning: Matrisen A multiplicerar varje kolonn i A pa nollvektorn. Detta
innebér att A:s kolonnrum ligger i A:s nollrum. Detta ger att, med R(A)
betecknande A:s kolonnrum,

dim(R(A)) < dim(N(A)) .
Men enligt kénd sats géller att
dim(R(A)) + dim(N(A)) =n .

Detta ger tillsammans med den andra ekvationen ovan att dim(R(A)) < n/2.
(c) (2p) Om A3 =0, Vad kan da séigas om A:s rang? Motivera ditt svar!

Losning: Vi betraktar den linjéra avbildning A fran R™ till R™ som beskrivs
av matrisen A. Fr ett godtyckligt delrum L till R™ gller att A avbildar L pa
ett delrum till R som vi nu betecknar med A(L). Snittet av kdrna till A med
L, dvs ker(A) N L &r ett delrum till R™ och, med dimensionssatsens hjalp far
man att

dim(A(L)) = dim(L) — dim(ker(A) N L) > dim(L) — dim(ker(A)) .

Sa varje gang vi applicerar avbildningen A sa sjunker dimensionen av den bild
vi far av R™ med hogst dimensionen av kdrna till A. Skall den sammanlagda
bilden av R™ efter tre appliceringar med avbildningen A bli nollvektorn sa
maste dimensionen av kdrnan vara minst n/3. Enligt dimensionssatsen kommer
da A:s rang att vara hogst n —n/3, sa

SVAR: A:s rang ar hogst lika med 2n/3.

Anm. Man kan ge d&nnu mer precisa svar beroende pa vilken rest man far nér
n delas med 3, men en sadan utredning krévs inte for full poéng pa uppgiften.

8. Det finns en inre produkt i R? sadan att (1,2,—1), (2,0,1) och (1,—1,1) kommer
att bilda en ON-bas i det inreproduktrum V' som den inre produkten definierar.

(a) (1p) Betrakta nu R*® med denna nya inre produkt och lat fi = (2,-2,2).
Bestam vektorer fo och f3 sadana att fi, fo och f3 bildar en ortogonalbas i V.

Losning: Lat e, = (1,2,—1), e5 = (2,0,1) och &; = (1,—1,1). Da f; &r
parallell med é;, mer precist f; = 2é;, sa kommer f; att vara ortogonal mot
bade €5 och é3. Betecknar vi den inre produkten med (% | ©) har vi ndmligen

(fl‘52)2(251‘52):2(51‘52):2O:O,

och B

(files)=(26e1]e3)=2(e1|e3)=2-0=0.
Da e, forutsattes vara ortogonal mot é3 far vi alltsa med fo =& och f3 = é5
att vektorerna fi, fo och f3 utgoér en ortogonalbas.



(b)

(2p) Betrakta R® med denna nya inre produkt och 1at g; = (1,2, 3). Bestdm
vektorer gs och g3 sadana att g;, go och g3 bildar en ortogonalbas i V.

Losning: Vi soker forst koordinaterna till vektorn g; i den givna basen é;, €3
och eés:

1 1 2 1
T —1 + 11 2 + 11 0 = 2
1 —1 1 3

som loses med gausselimination varvid man finner att
gl = ($17$2,x3) - <_167 —7’ ]_2) .

Eftersom det var antaget att vektorerna é;, é; och és bildar en ON-bas sa
kommer den inre produkten av tva vektorer u = (x1, xq, z3) och v = (y1, Y2, y3)
med koordinater i denna ON-bas att berdknas enligt formeln

(@ | D) = z1y1 + 2y2 + x3Ys3 -
Man ser latt att go = (3,0,4) kommer att vara ortogonal mot g;. Vektorn
g3 = g1 X go blir ortogonal mot bade g; och g». Sa vi later
g3 = (—16,—7,12) x (3,0,4) = (—28,100,21) .

Problemet var stéllt i standardbasen och vektorern ovan har koordinater i den
nya basen é;, 5 och é3. Transitionsmatrisen som beskriver detta basbyte ges
av matrisen

1 1 2
T=|-1 20
1 -1 1

Vi multiplicerar gs och g3 med denna matris, (koordinaterna for g; i standard-
basen har vi redan), och far

g2 = (11,-3,7) gs = (114,72, —107) .

(2p) Betrakta nu R® samt fyra godtyckliga vektorer #, v, w och z av vilka
inga tva dr parallella med varandra. Kommer det da alltid att finnas en inre
produkt i R? sddan att @ L ¥ och w L z ? Motivera ditt svar!

Losning: Nej, ty lat w = @ + v och Z = 4 4+ 20. Om @ och v &r ortogonala sa
ar dom linjéart oberoende och da kan inte heller de vektorer w och z, som vi
definierat, vara parallella, ty

W= = u+vt=ANu+20) = (1-Nu=2x-1)v

villket skulle motséga det faktum att u och v INTE &r parallella.
Lat nu den inre produkten vi definerar vara sadan att

(w]wv)=0.
Da géller att
(u+v|u+20)=(u|u)+4@|v)+3u|v)=|ul®+4|v|]*>0.

Det vill sdga, vektorerna w och z &r inte ortogonala.



