KTH Matematik

SF1633, Differentialekvationer I.

SF1637, Differentialekvationer och transformer Ill.

Kontrollskrivning nr 1, mandagen den 12 september 2011, kl 1030-11.30.
BETA, Mathematics Handbook ar tillatet hjalpmedel.

1.
Bestam den I6sning, y = y(1), till differentialekvationen 6y’ =y* -9, som
uppfyller villkoret y(0) =4. Ange dven losningens existensintervall.

L&sningsforslag:

Den givna differentialekvationen ar separabel. Vi bérjar med att bestamma alla I6snigarna.
Forst far vi konstantlésningarna. Dessa erhalles da derivatan ar lika med noll.

Lésningarna a@r y =13. Dock uppfyller de inte det givna villkoret.
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Med y # 3 skriver vi om differentialekvationen: B S——
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Partialbraksuppdelning ger | —+——p’=1.
y+3 y-3
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Integrera med avseende pé r: —Iny +3|+1Iny — 3 = ¢+1n|C,|. Férenkling ger : y—H:Ce’.
y

Bestidm konstanten C.

Villkoret ger: C:ﬂ:l vilket insattes i y—_3:Ce’och vi far y—3 :é. Los ut y:
4+3 7 y+3 y+3 7
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Har skall 7 —e" vara skilt ifran noll. Det ger 7 #1In7.
Existensintervallet ar det delintervall som innehaller ¢ =0. Vi far {z:¢<In7}.
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Ty =21=ye' +3e' , (71—e')y=2143¢", y=

SVAR: Den sokta l6sningen ér y =

Existensintervallet ar {r:¢<In7}.

2.
Bestam de stationdra I6sningarna (jamviktsldsningarna) till differentialekvationen6y’ =y> —9.

Klassificera med avseende pa stabilitet/instabilitet de stationara I6sningarna.
Undersdk y =y(z) da ¢ vaxer fran ¢t =0 for alla startvarden y(0).

Lésningsforslag:
De stationdra losningarna erhalles da derivatan ar lika med noll. Vi har y =43

Vi studerar derivatans tecken.

For y >3 ar y’>0 och funktionen vaxande.

For -3<y <3 ar y’<0 och funktionen avtagande.

For y <=3 @r y’>0 och funktionen vaxande.

Funktionens uppférande illustreras i den endimensionella faslinjen.



=-3 y=3

Den stationara I6sningen 'y =3 ar instabil och
den stationdra l6sningen y =-3 ar asymptotiskt stabil.

For startvarden y(0) <3 ar gransvardet for y = y(r) lika med 3.

For startvardet y(0) =3 ar gransvardet for y = y(¢) lika med 3.

For startvarden y(0) >3 vaxer y = y(t) obegransat.

SVAR: De stationdra l6sningarna ar y =+3.
Den stationara I6sningen y =3 ar instabil och
den stationdra l6sningen y =-3 dr asymptotiskt stabil.
For startvarden y(0) <3 &r gransvardet for y = y(r) lika med 3.
For startvardet y(0)=3 ar gransvardet for y = y(¢) lika med 3.
For startvarden y(0) >3 vaxer y = y(t) obegransat.

3.

En 200 liters tank innehaller 40 liter rent vatten.

En saltlésning med 0,25 kg salt per liter pumpas in med en hastighet av 16 liter per minut.
Den valblandade 16sningen pumpas ut med en hastighet av 8 liter per minut.

Nar ar tanken full ? Bestam dven saltmangden i tanken vid detta tillfalle.

L&sningsforslag:
Tanken blir full da 200 =40+ (16 —8) dvs efter 20 minuter.

For att bestamma saltmangden i tanken staller vi upp en differentialekvation fér saltmangden
Lat S(¢) vara saltmangden i tanken vid tidpunkten ¢

ds(t S(t
Forandringen av saltmangden per tidsenhet ges av () =0,25- 16—L-
dt 40+ (16 —8)t
. . ds(t) S(r) . 3y L . : 3 :
Forenkling ger: —+m:4, vilket ar en linjar differentialekvation av férsta ordningen.

Bestam en integrerande faktor och multiplicera ekvationen med denna.
dt
En integrerande faktor ar eISH =" =541,
ds(1)
(5+t)7+S(t) =4(5+1)
Det nya vanstra ledet kan skrivas som en derivata.
d
E((S +1)S(1)) =4(5+1)

Integrera med avseende pa t: (5+1)S(t)=2(5+1)°"+C.
Bestam C. Villkoret S(0)=0 ger C =-50.

2(5+1) =50 2> +20t
Saltmangden i tanken vid tidpunkten ¢ ges av S(7) = ( ) = .

5+t 5+t
220 +20-20
Da tanken ar full ar saltmangden lika med S(20)= T: 48 kg.
+

SVAR: Tanken &r full efter 20 minuter och da ar saltmangden 48 kg.



