SF1633 Differentialekvationer I.
MODULUPPGIFTER 2.
Hdogre ordningens linjéra differential ekvationer.
System av férsta ordningens linjara differential ekvationer.
Plana autonoma system.

1. For vilka vérden pé den reella konstanten @ har problemet Y@+ 2y¢+ay =0 , y(0) =y(x) =0
icke-trivialalGsningar, dvs andralésningar an'y = 0?

2.L& Yy, ochy, varatvalésningar till @, (X)y®+ a,(X)y ¢+ a,(x)y = 0.
a) Visaatt Wronskianen, W(Y,,Y,) . till y, och Yy, satisfierar az(X)C(Ij—V)Y +a,(x)W=0.

~ \al(x)dx
b) Harled darefter Abelsformed W = Ce  2®  dar C & en konstant.
) L&y, och Y, varatvalosningar till (1- X?)y@- 2xy¢+n(n+1y =0, - 1<x <1.
Bestam W(Y,,Y,) -

3. Betrakta differentialekvationen t*y@+ 7t°y¢+ 5ty =1, t >0.
Samtligalésningar till denna ekvation, liksom till den motsvarande homogena (med HL =0), kan uttryckas
med hjdlp av ldmpliga summor av funktioner av typ t” dar p &r reellt.
Bestam allménnaldsningen till den givna ekvationen.

4.y=3€", y=€, y=5e" ochy =2e " & losningar till differentialekvationen y ¢- y = 0.
Ange en bas for [6sningsrummet. Va underbyggd motivering skall ges.

5. Visaatt X ' och X utgr en fundamentalméngd av Isningar till y @8- X 'y¢- 3x ™’y =0, x > 0.
Bestam en partikul&rlSsning till differentialekvationen y @- X 'y¢- 3xy =2x, x > 0.

3X

6. Bestam allmannalosningen till differentialekvationen y @- 3y¢+ 2y = T+
e
7. Visaatt {l e, e'Zt} kan bilda en fundamentalmangd av |6sningar till en homogen linjar

differential ekvation med konstanta koefficienter. Bestam ocksa en s&dan differential ekvation.

8. Funktionerna Y, (X) =X, Y,(X)=XInx, y,(x) =5%, y,(X) =Xx* och Y (X) = x+ X
ar 16sningar till en linjér tredje ordningens homogen differential ekvation.
Bestam en fundamentalméngd av |6sningar till differential ekvationen.
Bestam &ven den |6sning som uppfyller villkoren Y(I) =3, y&) =2 och y®&1) =1.

9. Skriv om differentialekvationen y @+ 2y ¢+ 2y = O som ett linjart system av forsta ordningen.
Bestam en fundamentalmatristill systemet. Ange &ven systemets allmanna |6sning.

X+t o
10. Bestédm en fundamentalmatristill systemet ¥ =¥ .
eyt €llx- 2yo

Ange hastighetsvektorn i punkten (2,11).

1. 2.
11. Bestam |6sningen till begynnel sevardesproblemet X ¢:§ 41;X , X(0)= ge 8;'



dX
12. Positionen for en partikel ges av systemet — = AX.

15
For 2x2-matrisen A géller féljande ekvationer: Aé 630 och AE’E]- 0 ee 0
€20 €6 &20 e o

Bestéam den allméannaldsningen till systemet av differential ekvationer.
Avgor aven partikelns 6de om den vid tiden t =2 befinner sigi punkten (2,2).

: =3x- 3y +4
13. Bestam den allménnal6sningen till systemet av differentialekvationer |

%alCL

—=2x-2y-1
Lot y

14. En partikels |age bestdms av systemet X = i SIZX . Bestéam partikelns |age vid en godtycklig tidpunkt t

da X(0)= g Vart tar partikeln vagen da t véxer obegransat?

ei( e&lx Y6
15. Origo &r en kritisk punkt till systemet ,dar w aenredl konstantmed u * 3,u t - 1.
ydﬂ e-xX+yg’

Klassificerafor alla u den kritiska punkten med avseende pa typ(nod, sadel osv) och stabilitet/instabilitet.

] X¢=X- y
16. Bestam de kritiska punkternatill det autonoma systemet | ¢=1-
Tye=1- x°

Avgor dven stabilitet och typ hos dessa. Bestdm en tangentvektor till 16sningskurvan i punkten (2,3)

17. Klassificera med avseende pé stabilitet den kritiska punkten (0, 0) till ett plant autonomt system svarande mot
den icke-linj&ra andra ordningens differentialekvation X @+ w(x” - 1)x¢+x = 0 for allaresllavarden pa . .

®&Xtay+Xxygy
18. Givet systemet ¥ =¢ X +, dér o & en konstant.
&Yw ¢ x-1 @
For vilkavarden pd o utgors trajektoriernai en omgivning till origo av spiraler? Ar origo en stabil punkt?
Skruvar sig spiralernamed- eller motursdat ® ¥ ?

LEDNINGAR:
1. Bestam forst I6sningarnai detrefallen; oo >1, oo =1 och a < 1.

2. Bestam Wronskianen W(Y,,Y,) och séttini vanstraledet i az(x)ddl)ll +a,(X)W = 0 och utnyttja att
Yy, och Y, & losningar till &, (X)y®+ a, (X)y ¢+ a,(X)y = 0.

3. Ansit |6sningar paformen y =tP.
Vad karakteriserar en bas ?

5. Visaatt X T och X° & linjart oberoende |6sningar. Hur manga sadana behovs ?
For partikul&rlésningen anvandes variation av parametrar.
6. Bestdm alméanna homogena ltsningen och anvand darefter variation av parametrar.
En annan variant &r att bestémma en |6sning och dérefter anvanda reduktion av ordning.
Visa att funktionerna ar linjart oberoende. Hur ser karakteristiska ekvationen ut ?
Det behdvs tre linjart oberoende |6sningar. Valj de enklaste.
Ange almanna|dsningen och bestdm darefter konstanterna.
Sétt X = y{. Bestdm matrisens egenvarden och tillhérande egenvektorer.
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10. Bestdm matrisens egenvérden och tillhdrande egenvektorer.

11. Bestdm matrisens egenvérden och tillhdrande egenvektorer.

12.Vad & A och Vv i ekvationen Av = Av ?

13. Bestdm den allménna homogen l6sningen och dérefter en partikul &rlosning. Addera dessa.

14. Bestdm allménna ldsningen.

15. Bestdm egenvérdena och studera dessa.

16. Bestdm egenvérdena och studera dessa. Tolka det givna systemet geometriskt.

17. Omforma differentialekvationen mha y = X¢ y¢= x@. Bestém egenvérdena och studera dessa.
18. Bestdm egenvéardena och studera dessa.

SVAR:
L a=1+n’

2. 00 W= C2 ,-1l<x<1
1- x

1.
{2

3 y=y,+y, =Ct T +Ct”- =

N

: {ex,e' X} &r en bas for |6sningsrummet till differentialekvationen y@- y =0 .
3 3
5Y,=- §+—2Inx

6. y = Ae* +Ce™ + (™ +€)In(1 +¢€")
7. y@+y@- 2y¢=0
8. {x xInx, x2} y:x-3xlnx+2x2
2X - 2 2 -2 2 -
o ;;e«To @ Yo @ o@‘ 9 (cost+sint) e '(sint cost)o
eyw e x @ el Oﬂeyﬂ e € ‘(- cost) e'(-snt) o
g "' (cost +sint) e (sint - cost)o @10
e e '(- cost) g '(- sint) ;z: ’ €c,o’
%Qt 26-4'[ . 6
10. F=¢ _4t9,§30.
ee” -1le*g €0g
20052t-5$|n2t0
11. X = ¢

€ 8cos2t-9sin2tg

12. Denallmannalésningen & X = qéz;e + Qe ge . Partikeln avlagsnar sig obegransat fran punkten.

a3e' o 11t - 154
oy ax, = B0 &0 LB
BX=X X, =g C+E PC+E 1 10g

N ost +sint g t

14.X=¢e 'Y . Partikeln g&r mot origo langs en spiral, da t vaxer obegransat.
ecost +3sin tg g g gsens 0
ju >3 Instabil nod.

15.1-1<u <3 Instabil spiral.
Tu <-1 Sadelpunkt, instabil

16. (L 1) & en sadelpunkt och & instabil. (- 1, - 1) & eninstabil spiralpunkt. En tangentvektor & E’E &

17. w £ - 2 asymptotiskt stabil. w 3 2 instabil.
For uz < 4 erhdlles komplexaegenvarden. u = ReA <0 asymptotiskt stabil. u = ReA >0 instabil.
For w = ReA =0 kan ingen slutsats dras fran det linjariserade systemet.
For w = ReA =0 blir det icke-linjara systemet linjart. Stabilt.



1
18. a > Z . Origo &r en stabil punkt. Medurs.



